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Deseta godina Matematicko-fizickog lista 

Ova je godina jubilarna godina Matematicko-fizickog lista: list ulazi u desetu 
godinu svog izlazenja. 

Ako se osvrnemo na ukupno djelovanje na£eg lista kroz proteklih 9 godina, 
mozemo ustvrditi, da je on doista dobro ispunjao svoj zadatak. 

Osnovan je zakljuCkom I. kongresa matematicara i fiziCara FNRJ na Bledu 
u studenom 1949. 

Jedan od osnovnih zadataka naSeg novog dru§tvenog zivota bio je odgojiti 
i izobraziti s>to vi§e kvalificiranih struCnjaka u svim podrucjima ljudske djelat- 
nosti, pa je bilo potrebno za naSe uCenike stvoriti cvrste preduvjete za uspjesno 
strucno obrazovanje. 

Kongres je razmatrao taj osnovni zadatak s obzirom na matematiku i fiziku 
i stao na stanovi§te, da se toj osnovnoj potrebi moze udovoljiti, ako se osnuje list, 
koji bi prosirivao i udopunjavao znanje uCenika steceno u srednjoj skoli, razvijao 
ga i dalje produbljavao. 

Toj odluci kongresa pridonijela je takoder i cinjenica da je poslije Drugog 
svjetskog rata bilo velikih nedostataka u znanju i shvacanju matematike i fizike 
u nasim srednjim skolama, jer je zbog t6skih ratnih prilika rad u razredima bio 
slab, obuke vrlo cesto nije bilo, pak se kadsto ni najosnovnije gradivo nije moglo 
svladati. 

Plenum novo osnovanog Saveza drustava matematicara i fizicara FNRJ na 
svojoj prvoj sjednici raspravio je to pitanje i zakljucio, da se izdaje »Matematicko- 
fizicki list za uCenike srednjih §kola« i taj je zadatak povjerio Drustvu matema- 
ticara i fizicara NR Hrvatske. 

Drustvo matematicara i 'fizicara NRH odmah je zapocelo predradnje, da list 
uzmogne izaci sto prije. Ono je imenovalo uredivacki odbor i glavno urednistvo. 

Glavno je urednistvo povjerilo doc. Milenku Sevdicu, a tehnicko urednistvo 
prof. Stjepanu Skreblinu. U uredivacki odbor usli su profesori F. Ahlin iz Ljubljane, 
I Bandic iz Beograda, F. Hrabak i G. Sindler iz Zagreba, P. Jovanovic iz Cetinja, 
M. Lazic iz Mostara i T. Nikolovski iz Skopja. 

Uredivacki odbor, koji se nalazio u Zagrebu, u skladu sa zadacima lista, 
odredio je oblik, opseg i rubrike lista, koje su se u glavnim crtama odrzale do 
danas. To su: 

1. Clanci; 2. Iz moje radionice i laboratorija; 3. Zanimljivosti i razno; 4. Kro- 
nika; 5. Nove knjige; 6. Zadaci i rjesenja; 7. Pismeni zadaci iz matematike na 
ispitu zrelosti u nekim Skolama. 

Tim su rubrikama dodane kasnije jo§ i ove: 

8. Vjezbe za ucenike viSih razreda gimnazije; 9. Vjezbe za ucenike VIII. razreda 
osmogodisnje skole ; 10. Vjezbe iz fizike za ucenike IV. — VI. razreda gimnazije. 

Kroz 9 godina list je po misljenju redakcije uvijek ostao vjeran zadatku, sto 
mu je bio postavljen. Kroz to je vrijeme na gotovo 1450 stranica donio veliki broj 
raznih clanaka, prikaza, zadataka i vjezbi; u listu je ukupno izaslo 205 clanaka, 41 
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prikaz iz »Moje radionice i laboratorija«, 192 zanimljivosti, 375 zadataka iz mate- 
matike, 180 zadataka iz fizike, 362 rjesenja iz matematike, 175 rjesenja iz fizike, 
27 vjezbi za ucenike visih razreda gimnazije, s ukupno 104 rijesena zadatka, 355 
vjezb* za VIII. razred osmogodisnje skole, 27 prikaza novih knjiga, 134 zadataka iz 
matematike za pismeni ispit zrelosti, od toga 21 potpuno rijesenih, 10 rijesenih 
zadataka za prijcmni ispit na tehnickom fakultetu u Zagrebu god. 1950, 22 zadatka 
iz fizike za ucenike IV. — VI. razreda gimnazije s neposrednim rjesenjima, 5 pri- 
kaza u rubrici »Kronika«, 10 takmicenja iz matematike u raznim nasim republi- 
kama, 1 takmicenje iz fizike, 9 krizaljki ili ukrstenica. 

Kad bi se pregledala i proucila sva ta grada, sto ju je Matematicko-fizicki 
list donio za 9 godina svog izlazenja, mozemo zaista reci, da je list ucenicima sred- 
njih skola pruzio siroke mogucnosti, da se skup njihovog znanja iz matematike 
i fizike prosiri i produbi. 

U clancima su obradivana i prosiri vana ne samo sva podrucja elementarne 
matematike, koja se uci u srednjoj skoli, vec su se ucenici upucivali i u druga 
podrucja, koja su nastavnim programom malo ili nikako obuhvacena. 

Dat je na pr. ciklus clanaka o neeuklidskim geometrijama, bilo je clanaka o 
neodredenoj analizi, o teoriji skupova, iz teorije brojeva, teorije relativnosti i t. d. 

U fizici je medu ostalim granama narocito zastupana atomska 'fizika, te je 
dano oko 27 koje clanaka koje prikaza iz tog podrucja. List je zabiljezio vazne go- 
disnjice u fizici: tako na pr. 50 godisnjicu motorne avijacije, 300 godisnjicu pokusa 
sa magdeburskim polukuglama, stogodisnjicu rodenja N. Tesle. Povodom deset- 
godisnjice Oslobodenja donijet je clanak »Fizika u novoj Jugoslaviji«. Donijeti su 
prikazi o zivotu i radu nekih velikih matematicara i fizicara nasih i inozemnih, tako 
na pr. o Tesli, M. Petrovicu, Pupinu, A. Mohorovicicu, Euleru, Gaussu, Millikanu, 
Galois-u, Cauchy-u, Lobacevskom, Bolyai-u kao i starim matematicarima Talesu 
iz Mileta, Pitagori, Arhimedu, Ahmesu i njegovoj Racunici. Bilo je vise clanaka o 
prakticnom racunjanju i racunanju s pomocu tablica. Doneseni su i clanci o ulozi 
i znacenju matematike kao odgojnog sredstva. 

Iznesena su razna pitanja, koja su obradivali vec stari matematicari. Takoder 
je dan prikaz o razvoju matematickih i fizikalnih nauka u Dalmaciji do 17. vijeka 
kao i o razvoju matematike i fizike u sjevernim krajevima Hrvatske. 

A i iz podrucja astronomije doneseno je nekoliko clanaka. Nisu izostali ni 
clanci ni prikazi o jednom od najvecih triumfa ljudskog umsf i tehnickih dostig- 
nuca, o umjetnim satelitima i umjetnim planetima. 

Revnim i ambicioznim ucenicima mnogo se dopala rubrika »Vjezbe u mate- 
matici za vise razrede gimnazije«. Dobili smo od samih ucenika otvorenih prizna- 
nja, da im se ta rubrika mnogo svida i da su iz nje mnogo naucili. 

U toj rubrici bila su prikazana i mnogim lako razumljivim primjerima obja- 
snjena neka interesantna podrucja matematike, koja se uglavnom ne uce u sred- 
njoj skoli. Tako na pr. determinante, Descartesov teorem, trigonometrijsko rje- 
savanje kvadratnih jednadzbi, Hornerova divizija, polozaj brojeva prema korije- 
nima kvadratne jednadzbe, verizno dijeljenje, Diofantske jednadzbe, rjesavanje 
kvadratnih jednadzbi metodom sukcesivnih aproksimacija, jednostavni nacin rjesa- 
vanja opcih jednadzbi 3. stupnja, o isporedivanju korijena dviju kvadratnih jed- 
nadzbi, u kojima dolazi promjenljivi parametar, prvi poceci infinitezimalnog 
racuna i t. d. 

Mnogi su ucenici te vjezbe usvojili i odlicno rjesava]i zadatke, koji se na 
njih odnose, sto je dalo redakciji mnogo volje i poticaja za daljnji slicni rad. 

U listu zapremaju vrlo vazno mjesto »Zadaci iz matematike i fizike« kao 
i njihova rjesenja. To je rubrika pomocu koje su ucenici i redakcija u stalnom 
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kontaktu. Na tom su mjestu postavljeni za rjesavanje zadaci razlicitih stepena 
teskoce i odmah u slijedecem broju donesena su najbolja rjesenja, koja su pravo- 
dobno stigla s imenima ucenika, koji su ih rijesili, a takoder se navode i imena 
ostalih ucenika, koji su zadatke takoder s uspjehom rijesili. Tu se ucenici poticu 
na takmicenje i u njima se budi opci interes za matematiku i fiziku. Oni se 
postepeno privikavaju na rjesavanje najraznovrsnijih problema iz raznih po- 
drucja matematike i fizike. Tim se zadacima nastoji takoder postici da ucenici 
steknu sigurne osnove za eventualni daljnji studij matematike i fizike. 

Iz rjesenja zadataka matematike i fizike moze se uociti, da su u nasem 
listu izasli na vidjelo mnogi vrlo bistri, nadareni i pronicavi ucenici s velikim 
znanjem i shvacanjem matematike i fizike, koji su dali vrlo inteligentna i cesto 
dublje zamisljen^ rjesenja. 

Pocevsi od godine 1955 — 1956 redakeija je imena takvih ucenika u zadnjem 
broju napose stampala i nagradivala ih raznim matematickim i fizickim knjigama. 

Tako je godine 1955/56 nagradeno 16 ucenika iz matematike, 7 iz fizike, godine 
1956/57 13 ucenika iz matematike, 10 iz fizike, 1957/58 18 ucenika iz matematike, 

9 iz fizike, a 1958/59 16 ucenika iz matematike, 6 iz fizike. 

Zasluga je nasega lista, da je te ucenike pronasao, istaknuo ih i predstavio 
ih svima onima, koji u nasoj drzavi njeguju matematiku i fiziku. Gotovo svi ti ucenici 
studiraju ili su studirali matematiku i fiziku ili tehnicke nauke, te se i dalje odlikuju 
i svojim radom i svojim znanjem. 

»Vjezbe za ucenike 8. razreda osmogodisnje skole« mnogo pomazu ucenicima 
najvisih razreda tih skola. Stigla su nam pisma, gdje nam ucenici priznaju, da su 
te vjezbe mnogo doprinijele da su popravili svoje oejene i da dobro napreduju u 
rnatematici i fizici. 

U prvoj godini nas list imao je 10 000 pretplatnika, u 2. godini 5 000, a u 3. go- 
dini 6 705, u 4. godini 9 100, u 5. godini 9 657, u 6. godini 10 991, u 7. godini 12 419, 
u 8. godini 13 730, u 9. godini 14 801. Od tih 14 801 pretplatnika otpalo je na NRH 
4 390, NR S 5 925, na LR S 843, na NR B i H 1 427, na NR M 1 115 i na NR CG 1 101. 

Da se list u tolikom broju rasirio, velika je zasluga nasih povjerenika, od 
kojih mnogi vode brigu za nas list jos od prvog njegovog godista. 

Redakeija se povjerenicima najljepse zahvaljuje i ujedno ih moli za daljnju 
dobrohotnu suradnju. 

Broj ucenika koji suraduju u nasem listu, sve je vise rastao. Dok je u prvom 
godistu bilo iz matematike ukupno 91 rjesavatelja sa 378 rjesenja, u 1958/59 bilo 
je 159 rjesavatelja sa 1 358 rjesenja. 

Osobito je poskocio broj rjesavatelja u NR S, kojih je godine 1950/51 bilo 20 
sa 36 "rjesenja, a 1958/59 80 sa 647 rjesenja, u NR CG kojih je prve godine bilo 5 sa 
37 rjesenja, a 1958/59 20 sa 110 rjesenja i NR M koja u prvoj godini nije imala ni 
jednog rjesavatelja, a 1958/59 imala je 14 rjesavatelja sa 76 rjesenja. 

Jos je prema godini 1950/51 povoljniji omjer u fizici. U prvom godistu bilo je 
iz fizike samo 5 rjesavatelja s 8 rjesenja, a 1958/59 bilo je 25 rjesavatelja sa 163 
rjesenja. U rjesavanju zadataka iz fizike osobito se istice NRH s 59 rjesenja i LRS 

s 54 rjesenja. ^ ;» 

Ma da se list rasirio u prilicnom broju u cijeloj drzavi i sve se vise siri, ipak 
ios ima gimnazija i srednjih struenih skola, u koje list dosad nije uspio prodrijeti. 
Redakeija ce po svojim silama nastojati, da list ude i u ; te skole. 

Nas list okupio je u suradnji profesore sveucilista, visokih skola, visih skola, 
srednjih skola, nastavnike osnovnih skola, studente i ucenike srednjih skola. Svi 
se oni iz svih krajeva nase drzave nalaze na okupu imajuci pred sobom veliki 
zajednicki cilj : dati ucenicima ono, sto iz oblasti matematike i fizike moze prosiriti 
i produbiti njihovo znanje i uciniti ih sto spremnijim za daljnje studije i daljnji lad. 
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Suradnja je tolika, da u nasoj redakciji ima mnogo rukopisa, koji su podesni 
da budu Stampani, ali zbog pomanjkanja prostora nisu dosad mogli biti uzeti u 

U prvih pet godina svog izlazenja list je, da bi mogao izlaziti, dobivao odre- 
denu subvenciju, pocevSi od §estog godi§ta list izlazi bez subvencije. 

Kroz proteklih 9 godina bilo je promjena u uredni§tvu i uredivackom odboru. 
Doc. M. Sevdic, po§to je uredio 1. i 2. godiSte kao i 1. broj 3. godi§ta, zbog preopte- 
recenosti drugim poslovima, zahvalio se na glavnom uredniStvu, a Drustvo mat. i fiz. 
NRH povjerilo je taj zadatak prof. V. P. S Alfredu Kurelcu. U sijecnju 1956. proL 
Kurelec zbog velike zauzetosti svojim redovnim poslovima i zbog preuzimanja novi 
duznosti zahvalio se na glavnom urednistvu, a duznost glavnih uredmka povjerilo 
je Drustvo mat. i fiz. NRH doc. dr. Branimiru Markovidu i prof. S. Skreblinu. U 
uredivadki odbor uSli su prof. Elza Vernic i Milan Krajnovic, iz Zagreba. Mjesto 
P. Jovanovica iz Cetinja od 1957/58 Clan je uredivadkog odbora prof. Kosmajac 

Momdilo. , . . 

Istaknimo jos i to, da u na§im skladistima nema ni jednog broja 1 i ni jednog 
broja 2 od posljednjih pet godina. To znadi da se je tih godina list jade sirio negoli 
je redakcija mogla predvidjeti. Pro§le se godine Kampala dva izdanja 1. broja, ali to 
jo§ uvijek nije bilo dovoljno. Zato uprava ne moze nazalost zadovoljiti novim 

narudzbama tih brojeva, koje joj neprestano stizu. 

Na§ list ce i dalje ustrajati na dosadanjem putu nastojeci da ucenicima da e 
Sto viSe iz podrudja matematike i fizike i da u njima pobudi sto veci interes za te 
nauke, koje su od osnovne vaznosti za odgoj dovjeka i stvaranje naudnih metoda 
misljenja. Ipak na§i udenici treba da imaju na umu da se uspjesi u matematici 
i fizici opcenito ne mogu postici lako i bez napora, vec je taj uspjeh vezan marlji- 
vim radom, ustrajnim udenjem i ponajviSe dubokim razmisljanjem. All rezultati 
tih napora su veliki; oni bude u ucenika osjecaj snage i zadovoljstva i usmjeruju 
ih na vazan i sadrzajan put u zivotu. S. S. 



Rasprostiranje zvuka kroz atmosferu 

IVO PENZAR, Zagreb 

Odavna je vec ljudima poznato, da zrak prenosi zvuk od njegovog izvora do 
naseg uha. Naime, kad neko tijelo zatitra, ono. svoje titraje prenosi na molekule 
okolnog zraka, pa se i one pocinju micati amo-tamo oko ravnoteznog polozaja. 
Ove molekule pobude pak daljnji sloj zraka na titranje i na taj nacin pocetm titraji 
tijela prenose se od jednog sloja zraka na drugi i sire se zrakom od izvora na sve 
strane Stvaraju se dakle kuglasti zvucni valovi. Oni su longitudinalm, jer cestice 
zraka titraju u smjeru sirenja zvuka. Zbog toga dolazi do periodidkog zguscenja 
i razredenja zraka, odnosno do poremecenja tlaka zraka. Na onim mjestima, gdje 
je kompresija ili zguscenje zraka, tlak raste, a tamo gdje je dilatacija ill razre- 
denje, tlak pada. Dakako, ove promjene tlaka su potpuno neznatne i mogu se 
primj’etiti tek s veoma osjetljivim instrumentima, koji se zovu mikrobarografi. No, 
i ove male promjene tlaka djeluju na temperaturu zraka. Mjesta,^ gdje je tlak 
porastao imaju nesto visu temperaturu, a ona gdje je pao nesto mzu. Te tempe- 
rature promjene su adiabaticke, jer nisu nastale dovodenjem topline iz okolnog 
zraka. Prema Laplaceu mozemo brzinu zvuka u zraku ili u nekom drugom plinu, 
gdje se promjene odvijaju adiabatickim putem, izracunati iz izraza. 



gdje je k omjer specifidne topline zraka kod stalnog tlaka i specifidne topline kod 
stalnog volumena t. j. k = Cv /c v ; p je tlak, a o gustoda zraka. Iz te se formule vidi. 
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da je brzina za sve zvuSne valove jednaka. To znaci, da se i visoki i duboki tonovi 
sire istom brzinom. 

Mjesto omjera tlaka i gustoce moze se uzeti umnozak plinske konstante 
i temperature, kako nam to pokazuje tzv. plinska jednadzba. 

— = RT, 

P 

tako da je brzina zvuka onda jednaka: 

v = V~kRT m s _1 , 

ili ako se za k i R uvrste njihove vrijednosti u zraku t. j. Jc= 1,403 1 R = 2,87 • 10« 
cm 2 s- 2 stup _1 , moze se jednostavnim mnozenjem i vadenjem drugog korijena lako 
pokazati, da se jednadzba za brzinu dade napisati u obliku: 

v = 20,06 ]/ T m s" 1 . 

Brzina zvuka u zraku ovisi dakle o temperaturi zraka. Sto je temperatura 
vi§a i brzina je ve6a, i obratno kod nize temperature, zvuk se siri sporije. Kod 
prakticnog izracunavanja brzine temperatura se uzima u °C, a ne u Kelvinovim i l 
apsolutnim, kako je to u jednadzbi napisano. Treba dakle staviti: 

T = 273 + i . 

Uvrstavanjem toga u dobiveni izraz za brzinu izlazi: 

V = 20,06 ^273 + t = 331,4 |/l + 0,0047 m s" 1 . 

Kad je temperatura na primjer 0® C za brzinu se okruglo dobiva 331 m, dakle nama 
dobro poznata vrijednost, koju nalazimo u svim udzbenicima. 

Po Laplaceovoj se formuli moze izracunavati brzina sirenja samo onih zvu- 
kova koji ne proizvode velike kompresije tlaka. No imamo li naroSito jak zvuk, 
koji je na pr. proizveden nekom eksplozijom, onda bi brzinu sirenja trebalo xzra- 

6unavati po izrazu: 

i / P k + 1 

t. j. po prijagnjoj formuli izrafiunatu brzinu trebalo bi pomnoiiti nekim brojem 
vecim od jedinice, koji se dobije kad rijesimo izraz pod korijenom. Sve su nam 
oznake pod korijenom vec poznate osim P, koji znaci tlak na mjestu kompresije. 
Brzine takovih udarnih valova iznose i do 10 000 m s _1 . 

Ovisnost brzine zvuka o temperaturi zraka imade velikih posljedica. Naime 
temperatura zraka se mijenja i to kako prostorno tako i vremenski. No prostorne 
promjene su pak drugacije u horizontalnom smjeru, a drugacije u vertikalnom. 
Iduci u horizontalnom smjeru, te su promjene malene, dok se temperatura u prvih 
desetak km iduci u vis naglo pada. Zbog toga ce i brzina zvuka u ve6im visinama 
biti sve manja i manja. U istom vremenskom razmaku zvuk u horizontalnom 
smjeru doprijet ce dalje, nego u vertikalnom i zato ce zvucni valovi popnmati oblik 
elipsoida mjesto kugle. 

Ako napredovanje valova u odredenom smjeru geometrijski prikazemo prav- 
cima, koje mozemo nazvati zrakama zvuka, onda ce prema onome, sto smo malo 
prije rekli, horizontalne zrake u jednakom vremenu prevaliti dulje puteve od ver- 
tikalnih. No pad temperature s visinom ne uzrokuje samo nejednakost sirenja zvuka, 
nego takoder i zakrivljenost zraka zvuka. Sto se zrake vise udaljuju od izvora, one 
se sve vise zakrivljuju prema gore. Na taj nacin prizemna zraka, koja je isla 
paralelno s tlom, nakon izvjesne udaljenosti od izvora pocinje skretati prema goie 
i zvuk se u vecim horizontalnim udaljenostima vise ne cuje. Ono podrucje oko 
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izvora, u kojem se zvuk cuje, zovemo normalnim ili unutarnjim pojasom zvuka. 
Njegov polumjer obicno iznosi 25—30 km. No, to ne znaci da se zvuk u tom podrucju 
mora uvijek cuti bez obzira na njegov pocetni intenzitet. Ako je naime vec na 
izvoru zvuk slab, onda on ne moze ni doprijeti u velike udaljenosti. Osim toga na 
cijelom podrucju, na kojem se zvuk rasprostire, on se ne cuje jednako glasno. 
Energija i amplituda zvucnih valova tokom vremena slabe. Zato cemo zvuk cuti 
sve slabije i slabije kako se od izvora udaljujemo u bilo kojem smjeru. Samo to 
slabljenje nije u svim smjerovima jednako. U horizontalnom smjeru energija opada 
s kvadratom udaljenosti, a u ostalim smjerovima t. j. koso i vertikalno prema gore 
energija se mijenja eksponencijalno s udaljenoscu. Taj posljednji slucaj mozemo 
prikazati slijedecom formulom: 

17 ~* D 

E = E 0 e 

gdje je E () pocetna energija, e je baza prirodnih logaritama, a je koeficijent apsoip- 
dje zvuka u zraku. Do opadanja energije dolazi zbog apsorpcije zvuka u atmosferi., 
Istrazivanja su pokazala, da je apsorpcija to veca, §to je niza temperatura i manja 
gustoca zraka. To znaci, da ce apsorpcija biti ja£a u visim slojevima zraka nego 
pi’i tlu. No, kod iste pak temperature i iste gustoce visoki tonovi su jace apsorbi- 
rani od niskih. Dakle duboki tonovi dopiru u nesto vecu udaljenost od visokih 
tonova. 

Zvuk, koji nastaje prilikom jakih' eksplozija ima toliko pocetne energije, da 
se moze od izvora prosiriti do veoma velilcih udaljenosti. On se cuje u cijelom 
normalnom pojasu zvuka, a dopire i u velike visine. Na svom putu on ce slabiti 
zbn- apsorpcije, ali ne ce biti odmah sasvim apsorbiran. Zato se on nakon prolaska 




kroz najgusci sloj zraka od prvih desetak km debljine, koji je poznat pod imenom 
troposfera, siri i dalje u vece visine. No, u sloju atmosfere iznad troposfere pa dalje 
' do oko 40 km prestaje opadanje temperature. To je tzv. stratosfera. U njoj je cak 
zabiljezen i slabi porast temperature s visinom, a na njenoj gornjoj gramci veoma 
nagli porast temperature. Zbog toga ce se zrake prilikom prolaza kroz te sloj eve, 
koji su topliji i topliji, prelama ti na suprotnu stranu i zakretat ce natrag prema 
povrsini Zemlje. Na taj nacin moze zvuk, ako je dovoljno jak, ponovno doprijeti 
na tlo Nastat ce dakle nova zona ili novi pojas zvuka. On je poznat pod imenom 
I. abnormalni pojas zvuka. Taj pojas je odijeljen od unutrasnjeg pojasa zvuka 
jcdnom zonom, u kojoj se zvuk ne cuje. To je tzv. I. zona sutnje (vidi sliku). 
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Koji put se moze dogoditi, ako je energija zvuka prilikom dolaska na tlo u I. 
abnormalnom pojasu, jos dosta velika, da se zvuk reflektira na tlu i ponovno vrati 
u atmosferu. Prolazeci nanovo po drugi puta kroz troposferu i stratosferu, doprijet 
ce na tlo i stvoriti II. abnormalni pojas zvuka. On je dakako u jos vecoj udalje- 
nosti od izvora nego je to I. pojas, a od njega je odijeljen II. zonom sutnje, kako 
se to i naslici vidi. Oko izvora imamo dakle u takovim slucajevima koncentricno 
poredane pojase zvuka i pojase sutnje. 

Proucavanjem tih pojasa, moze se stvoriti predodzba o putu, kojim se zvuk 
sirio. Iz zakrivljenosti putanje moze se pak na indirektan nacin zakljuciti, kakove 
su temperaturne promjene s visinom. Zato se u meteorologiji posvecuje posebna 

4 

paznja rasprostiranju zvuka u atmosferi, jer se tako dobivaju podaci o temperatur- 
nim prilikama u visokim slojevima. 



Diskusija resenja jednacina prvog stepena sa jednim 
promenljivim parametrom 

J 

Dr. DANILO MIHNJEVlC, Zrenjanin 

Svako resen je jednacine prvog stepena koje sadrzi u sebi promenljivi para- 
metar moze se diskutovati, prvo po egzistenciji: t. j. za koje vrednosti promenljivog 
parametra resenja postoje, za koje vrednosti ne postoje, dalje za koje vrednosti para- 
metra resenja su neodredena. Zatim se diskusija moze voditi i o znaku resenja u 
zavisnosti od promene parametra, naime: kada ce resenja biti pozitivna, kada nega- 
tivna, a kada nece imati znak. Dalje diskusija se moze voditi o celobrojnosti resenja: 
kada su resenja celi brojevi, a kada su razlomci. Dalje kada ce se resenja nalaziti 
u unapred zadatom intervalu i to da li ce u njemu biti monotono rastuca ili opada- 
juca i t. d. 

Mi cemo se u ovom clanku ograniciti samo na diskusiju resenja po egzisten- 
ciji i znaku. I pokazacemo na primerima kako se moze obraditi ova, za ucenika, 
prilicno teska partija. 

I. Zadatak. Diskutovati egzistenciju i znak resenja jednacine: 

ax — 3 = 3 a + 2.x 

gde je »a« realan parametar. 

Resenje: Posto u datoj jednacini razdvojimo clanove i svaku stranu rastavimo 
na faktore dobicemo: 

(a — 2) x = 3 (a + 1) 

Da bismo dosli do trazenog resenja ostaje nam sada da podelimo obe strane 
poslednje jednacine sa (a — 2). Medutim za a = 2 izraz a — 2 = 0, te zbog toga dele- 
nje je nemoguce. Prema tome, u slucaju kada je a = 2 data se jednacina ne moze 
resiti — ona nema resenja za a = 2. 

Pretpostavimo li da je: a + 2 dobijamo resenje date jednacine: 

3 va + 1) 

* a — 2 

Da bismo ga diskutovali po znaku dovoljno je ispitati znak razlomka: 

x = 1 (faktor 3 otpada, posto je uvek pozitivan). Mnozeci ovaj razlomak sa 

a — 2 

(a — 2) 2 svodimo pomenuto ispitivanje na ispitivanje znaka kvadratnog trinoma: 

'LL! ( a _ 2) 2 = (a + 1) (a — 2) = a 2 — a — 2. 
a — 2 



/ 
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Posto je koeficijent uz a 2 pozitivan, trinom ce biti negativan u intervalu, a 
pozitivan van intervala. 

Prema tome, x < 0 kad je — 1 < a < 2 

x > 0 kad je a < — 1; a > 2. 

Napominjemo da citalac moze doci do istog rezultata i rje§avanjem nejednacine. 



3 (a + 1) - 

x — > 0, odnosno 

a — 2 



3 (a + 1 ) 

a — 2 



< 0 . 



Celu diskusiju korisno je svesti u slede6u tablicu: 



a 1 


CO 


— 1 0 


2 


+ CO 


X 


+ + 


o — — 


CO 


+ + 



Iz koje Citamo: 1) kad je: — » < a < — 1, re§enje je pozitivno. 2) Kad je 
a = — 1 a; = 0 — resenje nema znaka. 3) Kad se »a.« menja od — 1 do 2, resenje je 
negativno. 4) Za a = 2 data jednacina nema resenja. 5) Kad »a« raste od 2 do koliko 
god hodemo velikog broja resenje je opet pozitivno. 

Uocimo sada jednaCinu koja ce imati sve vrste resenja. 

Zadatak: Diskutovati egzistenciju i znak resenja jednacine: 
m 3 x — mx + m — 4 = m 3 — 4m 2 — 5 tn 2 x + 5x 



gde je »m« realan parametar 

ReSenje - m 3 x — mx + 5 m 2 x — 5x = m 3 — 4 m 2 — m + 4 

mx (w 2 — 1) + 5.x (m 2 — 1) = m 2 (w — 4 ) — ( m — 4 ) 
x (m 2 — 1) (m + 5) = (m 2 — 1) (m — 4 ) 

(m 2 — 1) (m — 4) 

X (m 2 — 1) (m + 5) 

Diskusija po egzistenciji resenja: 1) Kad je m = — 5 imenilac re§enja je nula, 
a brojilac je razlicit od nule. Delenje je nemoguce — data jednacina nema resenja. 

2) Kad je m = ± 1, x = ^ — resenje je neodredeno. 

3) Za m 4= — 5 i m =j= + 1, posmatrana jednaCina ima resenje. 

0 

Diskusija po znaku: Za m= ± 1, x — Ali je prava vrednost: 

(m 2 — 1) (in — 4) m — 4 

X ~~ (m 2 — 1) (m + 5) m + 5 

Prema tome, za m=l, x = — -y, a za m = — 1 x= t. 3- °t> a sluCaja 

resenja su negativna. 

Dalje, po§to faktor m 2 — 1 ulazi u brojilac i imenilac reSenja u istom stepenu, 
njegov znak ne utice na znak resenja. Prema tome, dovoljno je ispitati znak 
m — 4 

razlomka : * = ■■ v"c • 

m -r 0 

Ovo ispitivanje svodimo na ispitivanje znaka kvadratnog trinoma. 

t !^Z^L ( m + 5) 2 = (m — 4) (m + 5). 

m + 5 

Vidimo da je trinom negativan u intervalu, a pozitivan van njega. 

Prema tome, x < 0 kad je — 5 < m < 4 

x > 0 kad je m < — 5; m > 4. 

m — 4 n 

(Do istog rezultata se moze doci i reSavanjem nejednacina: x — & u - 








— 












Celu diskusiju svodimo u tablicu: 





m 


— oo — 5 


— 1 


0 


1 


4 


4- oo 




X 


+ + OO 


0 




0 


-f 

o 

1 


+ 








0 




0 







II. Predimo sad na diskusiju resenja sistema dve jednacine prvog stepena sa 
dve nepoznate. 

(a + 1) * + (a + 1) V = 7 
(a + 1) ^ — (a + 1) y = 2a — 1 
gde je »a« realan parametar. 

Resenje: Sabiranjem i oduzimanjem datih jednacina dobijemo trazeno resenje 
a + 3 4 — a 



u obliku: * = 



i y = 



a 4 ~ 1 ^ a 4 * 1 

Za a = — 1 nema resenja te je dati sistefn nemoguc. Za a + — 1 sistem ima 
resenja t. j. saglasan je. 

Da bismo diskutovali resenja po znaku, ispitacemo znake razlomaka: 



a 4 - 3 



4 — a 



x = 



l y = 



a + 1 a + 1 

Ovo ispitavnje svodimo na ispitivanje znaka kvadratnih trinoma: 

(a + 3) (a + 1) = a 2 + 4a + 3 i 
(4 — a) (a + 1) = — a’ + 3 a + 4. 

Posto je prvi trinom negativan u intervalu, a pozitivan van njega, sledi: 
x < 0 kad je — 3<a< — 1 
x > 0 kad je a < — 3; a> — 1 

Posto je drugi trinom negativan van inter vala, a pozitivan u intervalu, sledi: 
y < 0 kad jea< — 1; a>4 
y > 0 kad je — 1 < a < 4. 

Napominjemo, da do istog rezultata mogli bi se doci i resavanjem odgovara- 
(2 ~\~ 3 n ' 4 CL 

jucih nejednacina: x = ^ ^ ^ U 1 y = ^ u * 

Rezultat diskusije je korisno svesti u sledecu tablicu: 



a 1 


— oo —3 —1 




0 




4 


4- oo 


X 


+ + 0 — oo 


+ 


+ 


+ 


+ + 


+ 


y 


_ _ _ _ OO 


+ 


+ 


+ 


0 — 


— 



Iz tablice se cita: 1) Kad je — °°<a< — 3, x>0; y <i 0. 2) Kad je a 3, 

x = 0; y < 0. 3) Ako je — 3 < a < — 1, x < 0; y < 0. 4) Kad je a = — 1 sistem nema 
resenja. 5 Ako je — 1 < a < 4, x > 0; y >, 0. 6) Kad je a = 4, a: > 0; t/ = 0. 7) Ako 
je a > 4, re > 0; y < 0. 

Posmatrajmo sada sistem koji ce imati sve vrste resenja. 

Zadatak. Diskutovati egzistenciju i znak resenja sistema: 

m 2 x + y = 3 m 
x + y = 3 

gde je »m« realan parametar. 

Resenje: Oduzimanje druge jednacine od prve dobijemo: 

m 2 x — x = Z m — 3 

3 (m — 1) 

x(m 2 —l) = 3(m— 1) ill x - " 
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Zamenimo li dobivenu vrednost od x u drugu jednacinu sistema imamo: 

3 (m — 1) ^ a 3m — 3 3m 2 — 3 — 3m + 3 _ 3m 2 ■ — 3m 

— 1 h y — 3, ' y - 3 m 2 __ i m 2 _ i _ i 

3m (m — 1) 
y = — o“ — r~ • 

mr — 1 

Vidimo: 1) Da zam = — 1 sistem je nemoguc, jer je tada imenilac m 2 — l = 0 y 

0 0 

dok brojioci: 3 ( vn — 1) i 3 m (m — 1) to nisu. 2) Za m — 1, x — 1, x — q ’> V q t. j 

sistem je neodreden i 3) Za m 4 i 1 dati sistem ima resenja te je saglasan. 

Da bismo izveli diskusiju po znaku, ispitajmo prvo znak od x i od y za m = 1 : 
3 (?n — 1) 3 ^ 3m (m — 1) _ 3m 

m 2 — 1 m + 1 m 2 — 1 w + 1 

3 3 

Prema tome: za m = l, x=y >0 i y = -^ > 0- 

Posto znak binoma m — 1 ne utice na znake od x i od y , dovoljno je ispitati 

znake razlomaka: x = — i y = ---r?. Ovo ispitivanje vrsimo na taj nacin Sto 

m —■ 1 m s l 

ispitujemo prvo znak binoma m + 1 i znak kvadratnog trinoma: m (m + 1). 

Iz prvog sledi: 

x<0 za m < — 1 
x>0 za m > — 1 

Iz drugog se dobije: 

y < 0 kad je — 1 < m < 0 
y > 0 kad je m < — 1 ; m > 0. 

Rezultat diskusije svodimo u sledecu tablicu: 



m 


OO 1 


0 




1 


4- oo 


X 


OO 


+ 


+ 


o © 


+ -i- 


y 


+ 4-00 


— 0 


+ 


o |© 


+ + 



Po sebi se razume da se na slicni nacin moze vrsiti i diskusija resenja za sistem 
od vise jednacina. 

Hoja 

Nekaj kinematicnih zanimivosti 
Ing. JANEZ STRNAD, Ljubljana 

Hoja je tako vsakdanji pojav, da se nam ne zdi vredna pozornosti. Kadar pa' 
po nerodnosti zadenemo z nogo v kamen, se zavemo, da se noga med hojo precej 
hitro giblje. Potem je samo se korak do vprasanja, kako se giblje noga med hojo. 

To vprasanje si je iz podobnega nagiba postavil ameriski fizik R. M. Sutton, 
pisec znane knjige o fizikalnih poizkusih za demonstracijo. Po tezkem izpahu clenka 
na nogi je zopet shodil. Pri tern ga je v trenutku, ko je dvignil nogo s tal, zmeraj 
zabolel clenek, ceprav tedaj ni stal na bolni nogi. To mu je dalo misliti. O svojih 
razglabljanjih je objavil clanek v American Journal of Physics (letnik 23, stran 
490, 1955). Postayimo si tudi mi to vprasanje, pri razmisljanju pa uberimo svoja pota. 
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Gibanje vseh delov cloveskega telesa, ki sodelujejo pri hoji, je dokaj zaple- 
teno. Priblizno sliko pa nam bo dal kar naslednji model: trup nadomestimo s togim 
telesom, nogi za z dvema togima vzvodoma brez mase. V tezisce trupa P postavimo 
izhodisce teziscnega koordinatnega sistema (x', y'), ki se giblje skupaj s trupom. 
Mirujoci koordinatni sistem (x, y ) pa fiksiramo na tleh (si. 1). Ce premeri clovek 
pot s v casu t in napravi pri tem n enakih dvojnih korakov, lahko izracunamo 
dolzino dvojnega koraka 
2L = s/n, 

cas trajanja dvojnega koraka 
T = t/n, 

in se povprecno hitrost tezisca 

v 0 = s/t = 2 LjT. (1) 

Da bomo mogli racunati dalje, bo 
treba zanemariti se nekatere podrob- 
nosti. Najprej privzemimo, da se tezi- 
sce P giblje vodoravno in enakomerno 
s hitrost jo v n . To ni popolnoma res saj 
vemo, da se tezisce mad ho jo malen- 
kostno ziblje gor in dol. Ker pa nam 
gre samo za gibanje nog, tega zibanja 
ne upostevamo (dvojni korak je pri- 
blizno stokrat dal j si, kot najvecji pre- 
mik tezisca v navpicni smeri). 

Zanima nas gibanje stopala 5 (drugo stopalo S 1 se giblje podobno) v vodo- 
ravni smeri. Ker smo nogo nadomestili s togim vzvodom, opise S krivo pot. Mislimo 
si, da hodi nas model' po kolickih, ki so oddaljeni med seboj za dolzino koraka. 
Zato, da ni treba posnemati ljudem okorne hoje modela, imajo gleznje in kolena. 
Pri nasih racunih tudi pregibanje v gleznjih in kolenih ne bomo upostevali. j 

Domnevajmo se, da se da gibanje noge v teziscnem sistemu opisati priblizno 
s sinusnim nihanjem. Studentje neke londonske medicinske sole delaio pri vajah 
poizkuse, ki potrjujejo priblizno veljanost te domneve. O tem poroca S. J. Wyard 
(American Journal of Physics, letnik 24, stran 568, 1956). Studentje dobe 1 m dolg 
zelezni vzvod, ki ga na enem koncu obesijo in mu izmerijo nihajni cas T x . Nato 
ocenijo delo, ki je potrebno, da vzvod ohranijo v nihanju z nihajnim casom 2T U 

Tx in ^ Ti. Pozneje izmerijo se nihajni cas noge T 2 in ga primerjajo s Tl Potem 
hodijo po laboratoriju s taksno hitrostjo, da traja dvojni korak priblizno 2T 2 , T 2 
in ~ T 2 in ocenijo za to potrebno delo. Izmeriti nihajni cas noge' ni lahko. Stojec 
z eno nogo na stolu, je treba sprostiti misice druge noge, tako da lahko le-ta 
prosto niha. 

S slike (si. 2) preberemo, da je pri nasem modelu amplituda nihanja ^ 
Nihajni cas je T. Zato je (glej na pr. F. Kvaternik: Fizika za visje razrede srednjih 
sol, II. del, stran 90) odmik iz mirovne lege v teziscnem sistemu 

x' — L cos co t , 



SI. 1. Model s teiisCnim (x% y ') n mirujocem (x, y ) 
koordinatnim sistcmom. 



1 1 

v' = oj L sin o) t = — izv Q sin co t 



( 2 > 






hitrost 



12 



in pospesek 

pri Cemer je w krozilna frekvenca to = 2^/T. Hitrost ima najveSjo vrednost 

1 



a' = • — « 2 L cos ul = (n^vJT) cos t , 
2 




^'max 



pospeSek pa 

a'max = 

To je veljalo za gibanje v tezi- 
s5nem sistemu. Gibanje v mirujocem 
sistemu dobimo, ce upostevamo se ena- 
komerno gibanje tezisca: 



; = v 0 t + x' = L ^2 t/T — — cos w 5 
v = v„ + v' = v 0 ^1 + — x: sin w , 



( 3 ) 



a = a 



Taksno gibanje zazna mirujofc opazovalec. 
Dvojni korak je sestavljen iz dveh polovic. V prvi ( 0 ^ £ ^ y r ) stopalo 
prosto zaniha, v drugi (y T ^ r) pa miruje na tleh (medtem ko se giblje druga 




noga). Izpeljane enacbe veljajo za prvo polovico dvojnega koraka. Za drugo polo- 
vico pa je 



1 3 



v = 0, (4) 

a = 0 . 

Odtod lahko sklepamo na gibanje tega 
stopala v teziscnem sistemu, s tem da 
od (4) .odstejemo vrednosti, ki ustrezajo 
enakomeremu gibanju tezisca: 

*' = 1-L—2LIIT, 

v' = —2 LIT, (5) 

a' = 0. 

Vse enacbe opisujejo periodicno gibanje 
s periodo T. Pri tem veljajo za lihe polo- 
vice periode enacbe (2) in 3), za sode 
pa (4) in (5). V tockah, kjer zacnejo 
veljati druge enacbe, preskoci hitrost. 

V tistih tockah je pospesek neskoncen 
(si. 3 i si. 4). To nas ne sme zbegati, saj smo se dogovorili, da ima nas model noge 
z maso nic. Seveda imajo nase noge koncno maso, tako da ostane pospesek koncen.. 
Da bi to vrednost pospeska lahko izracunali, pa bi potrebovali ve6 podatkov. 

Vendar lahko dobimo oceno za velikost pospeska, £e si predstavljamo, da hod£ 
model po zelo debeli elasticni preprogi. Tedaj noga v teziscnem sistemu ves cas 
sinusno niha in med drugo polovico dvojnega koraka ne miruje na tleh. V tem 
primeru veljajo enacbe (2) in (3) za ves dvojni korak (crtkano na slikah 3 i 4) in 
je kar a. ks — a ' ma i cs = Jt^/T. To poenostavitev si je dovolil tudi Sutton, ki pa je 
racunal z dvakrat vecjo amplitudo, ker ni uposteval gibanja tezisca. Zato je Jobil 
dvakrat vecjo vrednost za a maks . Zlobnez bi lahko pripomnil, da ga je tako bolela 
noga dvakrat huje. 

Znacenje nekih rijedi u hrv. srp. jeziku: Ceprav — iako; cevelj — cipela; dokaj 

— prilicno; domnevati — pretpostaviti; dovoliti — dopustiti; hoja — hodanje; huje — 
gore, losije; izpah — iscasenje; kolicek — kolcic, nagib — razlog; nerodnost — nespret- 
nost; odsteti — oduzeti; okoren — ukocen; podoben — slican; posnemati — oponasati; 
precej — dosta; premik — pomak; preproga — sag, cilim; primer jati — usporediti; 
pripomniti — primijetiti; saj — ali; sklepati — zakljuciti; sod — paran; sprostiti 
osloboditi; se — jos; tog — ukocen, krut; ubrati — uzeti; upostevati — uzeti u obzir; 
ustrezati — odgovarati; vaja — vjezba; vendar — ipak; vprasanje — pitanje; vzvod 

— poluga; zavedati se, — biti svijestan, opaziti; zaznati — opaziti; zbegati — dovesti u 
nepriliku; zdeti — ciniti se; zelo — vrlo; zlobnez — zlobnik; zmeraj uvijek. 

Kvadar u neodredenoj analizi 

STJEPAN SKARICA, Zagreb 

1. Ako su a, b i c mjerni brojevi kvadra, a d njegove dijagonale, onda je a 2 +b 2 + c 2 =- dr. 
Traziti, da a, b, c i d bada prirodni brojevi, znaci traziti rjesenja neodredene jednadzbe 
x 2 jy 2 z 2 = t 2 Rjesenje te jednadzbe je osnovno , ako su x, y, z , t relativno prosti brojevi, 
t. j. ako im je najveca zajednicka mjera =1. Iz svakog osnovnog rjesenja y 19 z ly r x ) 
dobijemo beskonacno mnogo neosnovnih kx 1? ky 19 kz l9 ktj za k = 1,2, 3, 

Iz jednadzbi: 3 2 + 4 2 = 5 2 , 5 2 + 12 a = 13 2 nalazimo odmah jedno osnovno rjesenje 
gornje jednadzbe 3 2 + 4 2 + 12 2 — 13 2 ; isto tako iz jednadzbi 8 2 + 15 2 = 17 2 i 9 w + 12“ = 15 2 
dobivamu rjesenje (8, 9, 12, 17), a iz 9 2 + 12 2 = 15 2 i 15 2 + 20 2 = 25 2 rjesenje (9, 12, 20, 25). 




SI. 4. Odmik stopala od zaietne lege v mirujo£em koor- 
dinatnem sistemu. Vne§ene todke smo dobili s film- 
skega traka. S filmsko kamero, ki dela 16 slik na sekun- 
do, smo slikali gibanje belega znamenja na sredini dev- 
lja. V na§em primeru je trajal dvojni korak pribliino* 
Is, njegova dol2ina pa je bila 1,6 m. Tako dobimo: 

v - 2L/T = 1,6 m/s; j;' maks = ^ n u 0 = 2,5 m/s in 
a malcs = rt'vJT — 16m/s>. 
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Akoje dakle r (k 2 — l 2 ') = s (m 2 +n 2 ), onda iz identiteta : r 2 (k 2 — / 2 ) 2 + r 2 (2kT) 2 = r 2 (& 2 + l 2 ) 2 
i s 2 (m 2 — n 2 Y 4- s 2 (2mn) 2 = s* (m 2 + « 2 ) 2 izlazi jcdnakost s 2 (m 2 — n 2 ) 2 + s 2 (2tnn) 2 +r 2 (2kl) 2 = 
= r 2 ( k 2 + Z 2 ) 2 . U posljedmem je primjeru r = 5, k = l — 1, 5 = 3, m = 2, » = 1. 

Kako na pr. iz 3 ? + 4 2 + 12 2 = 13 2 izlazi: 13 2 — 12 2 = 3 2 + 4 2 , 13 2 — 4 2 = 3 2 + 12 2 , 
13 2 — 3 2 = 4 2 + 12 2 , za r = s = 1 iz gornje jednakosti dobivamo tri nova rjesenja: (7, 24, 
312, 313), (135, 72, 104, 185), (64, 48, 39, 89). Iz svakog dakle rjesenja ( a , b , c, d) neodr. 
jednadzbe x 2 + y 2 + 2 2 = t 2 dobivamo s pomocu gornje jednakosti, uzev§i r = s = 1, tri 
nova (osn.) ijesenja. 

2. Broj (2k-\- i) a + (2 1) 2 je neparan i oblika 4 m + 1 pa je jednak razlici kvadrata 
(2 m 4- l) 2 — (2 m)'\ gdje je m = k 2 + l 2 + k; odatle dobivamo identitet (2 k + l) 2 + (2/) 2 + 
4- [2 ( k 2 + l 2 + k i 2 = [2 (fc 2 + l 2 + *) + l] 2 . Na pr. k = 1, / = 1, 3 2 + 2 2 + 6 2 = 7 2 ; & = 3, 
l = 2, 7 2 + 4 2 + 32 2 = 33 2 ; k = 0, l = 5, l 2 + 10 2 + 50 2 = 51 2 . 

3. Ako lijevu stranu identiteta (;w 2 — n 2 ) 2 + (2mn) 2 = ( m 2 + w 2 ) 2 pomnozimo s 4wV, 
a desnu sa (w^ + rc 2 ) 2 — ( m 2 — rc 2 ) 2 , dobivamo identitet, sto ga je dao Japanac Matsunago , 
(w 4 — n 4 ) 2 + 4 m 2 n 2 ) 2 + [2 (w 2 — « 2 ) mri] 2 = (m 2 + rc 2 ) 4 . Na pr. m — 2, « = 1, 15 2 + 16 2 + 
+ 12 2 = 5 4 . 

4. a) Ako je a 2 + b 2 = c 2 , onda je (2a — b) 2 + [2 (a + Z>)] 2 + (2b — a) 2 = (3c) 2 . Tako se 
dobiva identitet [2 (m 2 — n 2 — mri)] 2 + [2 ( m 2 — n 2 + 2 m«)] 2 + (4m« — m 2 + n 2 ) 2 — [3 (m 2 + n 2 )] 2 . 
Na pr. m = 8, n = 1, 110 2 + 158 2 + 31 2 = 195 2 . 

b) Uz isti uvjet a 2 + b 2 = c 2 je (c — a) 2 + (c — 6) 2 + (a + b — c) 2 = (2 c — a — b) 2 ; 
odatle nam identitet (2 n 2 ) 2 + (m — «) 4 + [2 n (m — ri)] 2 = (m 2 + 3 n 2 — 2 mri) 2 . Na pr. m = 8, 
n = 1- 2 2 + 7 4 4- 14 2 = 51 2 . 



5. Mnozenjem lijevih i desnih strana identiteta: (a 2 — b 2 ) 2 4- (2 ab) 2 = (a 2 4- b 2 ) 2 , 
(c 2 — <i 2 ) 2 4- (2 cd) 2 = (c 2 4- d 2 ) 2 dobivamo identitet [(a 2 4- & 2 ) (c 2 — d 2 )] 2 4- [2 c<i (a 2 — b 2 )] 2 4- 
+ (4 abed) 2 = [(a 2 + b 2 ) (c 2 4- d 2 )] 2 . Na pr. a = 2, 6 = 1, c = 4, d = 3 ; 35 2 + 72 2 4- 96 2 = 125 a . 

Stivimo li a = p, 6 = <2 = 1, c = q, posljednji identitet prelazi u Euler - ov [(/> 2 4- 1) 

(** — l)] 2 + [2 q ( P 2 — l)] 2 + (4 p<?) 2 = [CP 2 + 1) (<7 2 + I)] 2 * 

6. Ako obje strane poznatog identiteta (a 2 + (3 2 ) (y 2 + S 2 ) = (ay ± p8) 2 4- (a8 T (3y) 2 
pomnozimo s 4, izlazi identitet (a 2 + P 2 — y 2 — S 2 ) 2 4- [2 (ay 4z P$)] 2 + [2 (a8 T Py)] 2 = 
= (a 2 + p 2 4- y 2 4- S 2 ) 2 . Na pr. (a, p, y, 8) = (1, 2, 3, 5) ; 29 2 4- 26 2 4- 2 2 = 29 2 4- 14 2 4- 22 2 = 39 2 . 
Ako permutiramo brojeve 1, 2, 3, 5, dobivamo jos cetiri razlicite £etvorke (19, 34, 2, 39), 
(19, 26, 22, 39), (13, 34, 14, 39), (1, 2, 2, 3). To je stoga, sto od 1 • 2 • 3 • 4 = 24 permutaeije 
elemenata a, p, y, 8 po 8 njih daju iste brojeve. 

7. Dokazat cemo, da identitet u tocki 6. daje sva rjesenja neodredene jednadzbe 
x 2 4- y 2 4- z 2 = t 2 . 

Ako je cetvorka ( x y y>z,t ) osnovna, onda x, y i z ne mogu biti sva tri parni brojevi. 
Uzmimo, da je samo jedan od njih, na pr. x, paran! Kako su onda y i z neparni, t mora 
biti paran broj, ali u tom slucaju ne moze postojati jednadzba y 2 4- z 2 = t 2 — x 2 > jer bi 



onda u jednadzbi — ( y 2 4- z 2 ) 




lijeva 



strana bila neparan. 



a desna paran broj. 



Broj t ne moze dakle biti paran, i stoga je od brojeva x, y i z jedan, na pr. x, neparan, a 
y i z su parni; y i z ne mogu biti neparni, jer i u ovom slucaju jednadzba y 2 + z 2 = t 2 — x 2 
ne moze postojati s razloga, sto joj je desna strana djeljiva s 4, a lijeva nije. U jednadzbi 
y* 4- z 2 = (t 4- x) (i t — x), gdje su t \ x neparni, a y i z parni brojevi, oba su faktora na 
desnoj strani parni brojevi, a mora biti: t 4- x = 2 (a 2 4- P 2 )> t — x = 2 (y 2 4- & 2 ), jer je po- 
znato, da suma kvadrata dvaju prirodnih biojeva sadrzava samo faktore oblika r 2 4- s 2 , koji 
se, ako su parni, mogu napisati u obliku 2 (w 2 4- v 2 ). Iz posljednjih dviju jednadzbi izlazi 
t = a 2 4- P 2 4- y 2 4- S 2 , x = a 2 4- p 2 — y 2 — 8 2 , y 4- == 4(a 2 4- p 2 ) (y 2 + 8 2 ) = [2 (ay ± pS)] 2 + 

+ [2 (a 8 =F Py)] 2 . 

Brojeve a, P, y i 8 mo2emo po volji odabrati; stoga neodredena jednadzba x 2 4-^ 2 4-2: 2 = t 2 
ima oo 4 rjesenja. 2elimo li dobiti osnovno rjesenje, brojevi a, p, y i 8 moraju biti rel. prosti, 
i to jedan neparan, a tri parni brojevi, ili obrnuto; taj je uvjet potreban, ali nije dovoljan; 
na pr. za a = 1, p = 5, y = 3, 8 =» 2 izlazi neosnovno rje§enje 13 2 4- 26 2 4- 26 2 = 39 2 . 

8. Svi drugi identiteti, koji nijesu istovetni s identitetom u t. 6., samo su njegovi spe- 
cijalni sludajevi i ne daju sva rje§enja neodredene jednadzbe x 2 + y 2 + z 2 = t 2 . 
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Primjeri. a) Identitet u t. 2. dobije se iz identiteta u t. 6., ako se uzme: x = k + 1 > 
p — l 9 Y = k y 8 = /. Ne mo2e dati sva rjesenja, jer se samo dva od brojeva a, p, y, 8 mogu 
slobodno izabrati zbog y = a — 1, 8 = p. 

b) Da se dobije identitet Matsunaga (t. 3).), valja staviti a = m 2 y p = run, y = mn y 
§ = a predznake a parnim clanovima uzeti redom — +. Ne daje sva rjeSenja zbog 

P = Y = ^ a <*- 

c) Identitet u t. 4. a) dobije se, ako se stavi a = w + « 3 P = n > y = m — n> 8 ■ = w, 

a predznaci u parnim clanovima redom — + , dok se identitet u t. 4. b) dobije za 

a — m — n > p = y = w, 8 = 0. Ni jedan od njih ne daje sva rjesenja. 

d) Identitet u t. 5. izlazi za a = ac, P = be, y = ad. 8 = bd i za red predznaka u 

parnim clanovima — , +. Zbog bc8 = py po volji se mogu izabrati tri od brojeva a, p, y, 8, 

a a Euler- ovom identitetu, gdje je a = pq , P = q, y = P> 8 = 1 samo dva. 



*) 



Identitet Desboves- a 4 (p 2 + # 2 — s 2 ) 2 + 4 [(/> — l) 2 — q 2 + P (q 5 )]" + [C^ s )~ P ^ 



A 



B 



+ 4 q {p — s)] 2 = { 3 [(/> — s) 2 + q 2 ] + 2 s (p — q)} 2 dobije se iz identiteta u t. 6. za a - p, 

$ = q — p + s, y = q + p — s> 8 = q — s uzred predznaka u parnim clanovima +, — . Ne 
daje sva rjesenja, jer se od brojeva x, p, y i 8 mogu po volji uzeti tri zbog 8 = y oc. 

f) Catalan-ov identitet (a 2 + b 2 + c 2 + ab + be + ac) 2 = [(a + c) {a + 6)]" + [(b + c ) 

( a 4. 2,^2 _j_ ( c 2 -f — a&) 2 izlazi za a = a + b + c y P = a, y = b y 8 = c uz red pred- 

znaka u parnim clanovima +, — , kad se take dobiveni identitet razdijeli sa 4. Ne daje sva 
rjesenja zbog a = p + y T 8. 

9. Pustimo iz vida geometrijsko znacenje brojeva a> b y c i d , koji zadovoljavaju neodre- 
denu jednadzbu x 2 + y* + z 2 = t 2 \ Time otpada zahtjev, da ti brojevi budu prirodni, t. j. 
oni sada mogu biti cijeli pozitivni i negativni brojevi pa i nale. 

Ako je a 2 + b 2 + c 2 = d 2 , onda je i (± a) 2 +-(± b ) 2 + (± c) 2 == (± d)\ pa vidimo, da 
je svakim rjesenjem spomenute jednadzbe odredeno 16 razlicitih njezinih rjesenja, ali isto- 
vetnih po apsolutnoj vrijednosti clanova. 

Neka je a 2 + b 2 + c 2 = d 2 \ Iz (p — a) 2 + (p — *>) 2 + (/> — cf = (P + d ) 2 nalazimo 

p = a + 6 + c + <i i prema tome (b + c + d) 2 + (a + c -f d) 2 + (a + b + d) 2 = (a + b + c + 2 dy. 

Iz rjesenja (a, ft, c, d) dobivamo dakle rjesenje (a, p, y, 8), koje je s pivim vezano relacijama 

A i B: 

a = p + y — S 
b = a + y — 8 
c = a + p — 8 
d= 28 — (a + p + y) 

S pomocu jednadzbi A iz 16 cetvorki (± a, ± b, ± c, ± d) dobit cemo 8 rjesenja 
jednadzbe x 2 + y 2 + z 2 — t 2 , koja se razlikuju po aps. vrijednosti clanova, jer su u dva po 
dva rjesenja clanovi protivni brojevi; na pr. iz cetvorke (a, b, c, d) dobije se cetvorka (a, p, y, S'), 
a iz cetvorke ( — a, — b, — c, — d) cetvorka ( — a, P, y, 6). Na pr. iz (±5, ± 2, 
± 14, ± 15) dobijemo iz A ovih 8 rjesenja, uzetih pozitivno: (31,34,22,51), (3, 6,22,23), 
(1, 4, 8' 9), (27, 24, 8, 37), (27, 34, 18, 47), (1, 6, 18, 19), (3, 4, 12, 13), (31, 24, 12, 41). 

Ako je a + b ili a + c ili b + c jednako d, po jedan clan i dvije od onih 8 Cetvorki 
ce biti = 0; na pr. iz cetvorki (1,4,8, — 9) i (— 1,4, — 8,9) dobiju se cetvorke (3,0, — 4, — 5) 
i (5,0,12,13; a to su vrlo davno poznate trojke Pitagorinih brojeva. 

Ako je a + d = b + c, ili b + d = a + c, ili c + d = a + b, medu onih 8 cetvorki bit 
ce jedna opet ( a,b,c,d ), ako se ne obaziremo na predznake; na pr. iz (2, — 3, 6,7) do- 

biva se cetvorka ( — 2, 3, 6, 7). 

10. Dokazat cemo, da se iz trivijalnog rjesenja (1,0,0, 1) jednadzbe x 2 + y 2 + z 2 = t 2 
mogu s pomocu jednadzbi A dobiti sva njezina rjesenja. 

Neka je (a, p,y 3 S) jedno takvo rjesenje, i neka su oc, P, Y iS svi pozitivni! Iz jednadzbi 
B dobit cemo novo rjesenje (a y b y c,d)> u kojemn je 0 < d < 8. Zbog 8 2 = a 2 + P 2 + y je 
8<a + p + y, a iz (a — p) 2 + (p — y) 2 + (y — «) 2 > 0 izlazi 2 (a 2 + p 2 + y 2 ) > 2ap + 
+ 2 Py + 2 ay ili 3 8 2 > (a + p + y) 2 , i stoga je pogotovo 28>a + p + y, ill d— 2 6 
— (<x + p + y) > 0, 8 — d = a + p + y — 8 > 0, t. j. 0 < d < 8. Ako sad u novoj Cetvorki 
(a, b, c, d) eventualne negativne Clanove zamijenimo pozitivnim pa je onda oznaCimo s (a„ Pi, 



a = b + c T d 

P = cl T c J r d 

y — cl -f- b T d 

8 = cl b c - f- 2d 






* 
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y S s nomocu jednadSbi B dobit cemo iz nje novu (a„ b 13 c„ d t ), gdje je opet 0 < d, < ^ 
Si'vimoTSUup*, posljednja c. catvorka nuino bi.i (1, 0 0, 1 . Ob„- h sad .a, 
Dostuoak iz cetvorke (1, 0, 0, 1) dobit ce se s pomoca jednadzbi A Cetvorka fa, (J, Y, $)• 

P Na'or a — 35 ft = 4, y = 28, 8 = 45 ; iz te Cetvorke s pomocu B dobivamo cetvorku 
( _ 13 N ,V-6 > i3)T’iz(13 > i8!«,2 3) ’ i «vP tk » (1 > 4,8, 9); iz (1, 4, 8, d» W* (3, 0,-4, 5), 

iz (3, 0, 4, 5) dobije se (—1,2, — 2, 3), a iz (1,2, 2, 3) napo on , , , ). 

Obrnuto: S pomoca jedmdzb. A iz (1,0,0, 1) dobivamo ^,2,3), iz ( 1,2, 2,3) 

izlazi (3, 0,4, 5); iz (3,0, — 4,5) dobije se (1,4, 8, 9); iz il, — 4,8,9) izade ( , , , )> 

j z ( — 13, 18, — 6, 23) napokon (35, 4, 28, 45). 



\ 



Tri zadatka o trapezu 

STANKO PRVANOVIC, Beograd 



Izlozicemo resenja tri konstruktivna zadatka koje uCenici i studenti ill ne mogu 
resiti ili resavaju na vrlo zaobilazan, »neelegantan« nacin. 

1. U datu kruznu Uni ju upisati trapez home je data visina 
a jednak je datom kvadratu 

l« Neka je duz PQ stranica datog kvadrata, HH' data visina, a MN zbir para- 
lelnih stranica trapeza. Tada se iz 

% i ~- x MN = PQx PQ 

t.j. iz proporcije • PQ =p Q • MN konstruise duz MN na poznati nacin. 

Prema tome, zadatak se svodi na konstrukciju jednakokrakog trapeza upisanog 
u datoj kruznoj liniji, kad su mu dati zbir paralelnih stranica i visina. 




B 



SI. 1. 




2° Neka je ABCD (si. 1.) trazeni trapez. Povucimo OG kroz sredine njegovih 
paralelnih stranica a EF i KL paralelno tim stranicama pri cemu je E sredina luka 

AD a K sredina stranice AD. Tada je KL - \(AB+CD, - i MW i, prema tome. 



poznata duz. Isto take poznata je i duz GL (jer je jednaka polovini visine), pa, 
dakle i GK (kao hipotenuza A KLG). 

Kako su lukovi AE i CF jednaki, to su jednaki i lukovi ADC i EDF. Iz toga 
siedi AC = EF, a samim tim i EM = GK (jer je EM = \eF, a KG = ^ AC kao srednja 



linija A ACD). 




17 



3° Odatle sledi ova konstrukcija: 

Paralelno proizvoljnom preCniku RS date kruzne linije (si. 2.) povuci dve prave: 
jednu na otstojanju GK, drugu na otstojanju KL. Neka prva prava sece kruznu 
liniju u E, a druga neka se£e EO u K. Kroz tacku K povuci pravu normalu na EO. 
Ona sece kruznu liniju u A i D. AD je jedna neparalelna stranica trazenog trapeza. 
- — Dovrsi konstrukciju! 



2. U datu kruznu liniju upisati trapez kad su poznati 
zbir p aralelnih stranica i krai c 

Neka je ABCD (si. 3.) trazeni trapez, DH njegova visina a BD dijagonala. Oci- 
gledno je da je duz HB jednaka poluzbiru neparalelnih stranica, jer je DLE 

^ A FGB. . ' ’ ' 

Ugao AKD je poznat, jer je pravougli trougao ADK poznat. Samim tim poznat 

je i ugao ABD (jer zahvata isti luk AD), pa, dakle, i A ABD. 

Otuda ova konstrukcija trapeza (si. 4.): 





Otseci tetivu AD jednaku datom kraku. Odmeriti duz KL jednaku datom polu- 
zbiru paralelnih stranica i kroz L povuci normalu na AK. Ona sece KD u M pa je 
KM jednaka dijagonali BD. Zato je dovoljno oko D, kao oko centra, opisati kruznu 
liniju poluprecnikom KM. Njen presek B s datom kruznom linijom pretstavlja trece 
teme trazenog trapeza. 



3. Dati su kvadrat, duz i kruzna linija. Upisati trapez jednak 
datom kvadratu a ciji je krai c jednak datoj duzi 
Neka je (si. 3.) ABCD trazeni trapez, DH njegova visina. Prema prethodnom 
zadatku DK je poznata duz. Kako su. trougli BHD i KDA slicni, imamo. 

DH : HB = AD : DK 
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§to znafii da treba konstruisati duzi DH i HB kad znamo njihovu razmeru i njihov 
proizvod, pretstavljen datim kvadratom Cija stranica neka je PQ. 

Te dve duzi mogu se konstruisati ovako: 

KonstruiSe se A ADK (si. 3. ili 4.). Povuce se (si. 5.) duz XY == AD + DK ^ nad 
njom, kao nad preCnikom, konstruiSe se polukruzna linija. U D (pri cemu je XD AD) 
podigne se normala (na XY) koja sece polukruznu liniju u Z. Odmeri se DS = PQ 
(stranici datog kvadrata) i povuku se ST i SV (respektivno) paralelno duzima ZX 
i ZY. Tada su DT i D.V trazene duzi DH i HB. (Zasto?) 

Posle toga konstrukcija trapeza je jednostavna: Odmeri se tetiva AD jednaka 
datom kraku. Oko D, kao centra, opiSe se kruzna linija poluprecnikom DT, a iz A 
povuCe se tangenta na tu kruznu liniju. Ta tangenta daje, u preseku sa kruznom 
linijom, tre6e teme trapeza. 



U proslom smo clanku 1 definirali konveksnu figuru, nabrojili neka osnovna 
svojstva konveksnih figura i definirali izvjesne pojmove koji su s tim figurama 
u vezi. Tako smo specijalno definirali Sirinu konveksne figure u danom smjeru 
kao udaljenost para s tim smjerom paralelnim potpornih pravaca figure. 

Konveksna figura, kojoj je sirina u svakom smjeru jednaka, zove se figura 
konstantne Sirine. Konveksnu krivulju, koja je rub takove figure, zvat cemo onda 
krivulja konstantne sirine. Kako konstantnu Sirinu h figure mozemo smatrati 
maksimalnom (ili minimalnom) sirinom bit ce prema prethodnom svaki dijametar 
figure okomit na par paralelnih potpornih pravaca, koji prolaze njegovim kraje- 
vima i svi ce dijametri biti po duljini jednaki konstantnoj sirini figure h. (SI. 1). 
Figure konstantne Sirine su dakle ujedno i figure konstantne duljine dijametra 
i obratno. Iz prije recenog slijedi takoder, da su svi potporni pravci figure kon- 
stantne sirine regularni. Jasno je nadalje, da udaljenost bilo kojih dviju tocaka 
figure konstantne sirine ne moze premasiti sirinu h te figure. 



Bilo koja dva dijametra AB i CD figure konstantne Sirine moraju imati 
zajednidku tocku. Kad bi se naime oni sjekli produzeni, u jednoj tocki izvan figure, 
ili kad bi cak bili paralelni, imali bi konveksan Cetverokut ABCD, koji je upisan 
figuri (SI. 2). Kako je medutim suma kutova u cetverokutu jednaka 2 k, bar jedan 
od kutova cetverokuta nije manji od jt/2. Neka je to na primjer kut kod vrha B» 
No tada je 



1 Ovaj je eianak nastavak Clanka ..Konveksne figure" izaSlog u br. 1. i 2. 1958.-59. Matem.-fiz. lista. 



Figure konstantne sirine 

KRESO HORVATIC, Zagreb 

I. 




AD> AB = h 
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sto je nemoguce. Znaci, dva se dijametra uvijek sijeku u unutrasnjoj ili rubnoj 
to£ki figure. Ako se sijeku u nekoj rubnoj to5ki T, onda je ta tocka singularna 
tocka ruba. Pravci, koji prolaze tom tofckom, a okomiti su na dijametre, jesu naime 
potporni pravci figure, odakle slijedi, da je to£ka T stvarno sigularna. 

Najjednostavnija figura konstantne sirine je dakako krug. Sirina je jednaka 
njegovom dijametru. Krug je jedina centralno simetricna figura konstantne sirine. 
Jer, ako je figura konstatne sirine centralno simetricna, svi njezini dijametri 

moraju prolaziti centrom simetrije O. Kad bi, naime, postojao dijametar AB, Koji 
ne prolazi tockom O, zbog simetricnosti bi morao postojati i dijametar B' A' i ta 
bi dva dijametra bila paralelna. (SI. 3). A to je, kako smo dokazali, nemoguce. 
Prema tome, svi dijametri prolaze kroz O. Nadalje, zbog centralne simetrije tocka 

0 raspolavlja svaki dijametar, dakle figura je krug. 

Prvi je Euler nasao, da osim kruga ima i drugih figura konstatne sirine. Ako 
na primjer uzmemo vrhove A, B i C istostranog trokuta stranice a, kao sredista 

triju kruznica polumjera a, onda ce lukovi AB, BC i CA tih triju kruznica omediti 
jednu figuiu konstantne sirine (SI. 4). Odaberimo naime na jednom od tih lukova 

na primjer na BC, bilo koju tocku T. Tangenta u toj tocki na kruzni luk BC je 
potporni pr^tvac figure. Kako je medutim tangenta okomita na polumjer, bit ce 
A i T par dijametralnih tocaka. Buduci da je nadalje AT — a, a zakljucak vrijedi 

1 za tocke na CA i AB, figura je stvarno konstantne sirine h = a. Naravno, tocke 
A, B i C su singularne tocke rube figure. Ova se figura zove Reuleaux-ov trokut 
(ili trostran). 

Poop6enje ovog postupka dovodi nas do tako zvanih Reuleaux-poligona, t. j. 
»poligona«, kojima su stranice kruzni lukovi. Evo kako tece takav postupak: Oda- 
berimo u ravnini tocku A, pa oko A kao sredista opisimo bilo kakav luk BC 






kruznice polumjera a. Opisimo zatim oko B kruznicu polumjera a (SI. 5). Kruznica 

sigurno prolazi tockom A, jer je prema prethodnoj konstrukciji AB = a. Odabrat 
cemo na toj kruznici neku to£ku D. Postupak mozemo nastaviti dalje, ali ako ga 
zelimo zavrsiti, opisat cemo luk oko C kroz tocku A i luk oko D kroz tocku B. Ta 
ce se dva luka presjeci u nekoj tocki E. Kako je EC = AC = a i ED = BD = BA = a, 
to kruznica polumjera a sa sredistem u E prolazi tockama C i D, i mi smo na taj 
nacin figuru zatvorili. Dobili smo jedan Re.uleaux-ov peterokut ADCBE. Analogno 
bi konstruirali sedmerokut (SI. 6), deveterokut i t. d. Svakom je »vrhu« (A, B, C . . .) 
takovog poligona nasuprot kruzni luk, »stranica« poligona. Nadalje svaka tocka 
neke stranice i suprotni vrh cine par dijametralnih tofiaka i njihova je udaljenost 
jednaka cvrstom broju a, polumjeru kruznih lukova. Reuleaux-ov je poligon dakle 
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figura konstantne sirine. Njegoyi su vrhovi 

poligona mogu, ali naravno opcemto ne moraju toje* stra na. 
da poligoni dobiveni navedenom Sv W imale su na 

,uk 

kruznice polumjera h, 1 obratno. imnstantne sirine bez singularnih, 

Mogu se medutim konstruirati .1 flg ^° n f^ rahiti oval, dakle oval 

™ » — *“** abc sa 





& 8 

s.ranicom a i neka duzina b. Opisat bemo oko vrba A kao sredista luk KL p^lumjeva 

u to se moiemo lake uvjeriti. Neka je naime P b.lo koia tocka luka . rava 
siieci be onda luk MN u nekoj tobki Q. Tobke P i_Q bine par dijametralmh tocak 

rU ^ 3 d^ e k^+^^Zaklju^ak bf bto'teU^da^e tobka^P natezil^rralfilo kojem ^lragorn 
]e jednak a + 2b. Z ] . § irine h = a + 2b. Vidi se nadalje, da su sve 

luku, pa je figura stvarno konstantne s to5aka obostra no jedno- 

tocke ruba regularne, jer je pn ruzivan umjesto trokuta uzme pravilni 

znacno. Taj se pos.upak ■ P^‘ ^^IZSZlu krubni lukovi po,u- 

X «;“"°b SuC e opet jedna figura konstantne Sirine + » bez sin- 

Sate' l£S — e JU f e ^ 

~ — 

dobivanje figura konstantne Sirine bez ijednog kr^rtog £fne Na primier, svakom 

a: zvstezstt'- f — *-* 
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metar PQ jednak h, to ce kruznica polumjera h sa sredistem u tocki Q prolaziti 
tockom P. Ta kruznica sigurno obuhvaca cijelu figuru, jer kad bi postojala neka 

tocka T figure izvan kruznice, bilo bi TQ > h, sto je nemoguce. Tangenta na kru- 
znicu u tocki P je naravno i potporni pravac figure. U vezi sa kruznicom moze se 
dokazati i ovo svojstvo figura konstantne sirine: Ako neka kruznica ima s rubom 
figure konstantne sirine h bar tri tocke zajednicke, onda njezin polumjer nije veci 
od h. Na primjer stranice kod Reuleaux poligona pripadaju takovim kruznicama 
polumjera h. 

Pod kruznicom figuri opisanom razumijevat cemo najmanju od kruznica, 
koje obuhvaca ju tu figuru. Slicno, figuri upisana kruznica je najveca od kruznica, 
•koje su sadrzane u toj figuri. Moze se strogo dokazati, da za svaku konveksnu 






figuru postoji opisana i upisana kruznica. Dok je opisana kruznica uvijek samo 
jedna, upisanih moze biti vise, cak beskonacno mnogo (na primjer kod pravo- 
kutnika). Kod figura konstatne sirine opisana i upisana kruznica su koncentricne 
i suma njihovih polumjera je jednaka sirini figure. To cemo dokazati. Prije svega, 
ako su K x i K 2 dvije koncentricne kruznice, kojih je suma polumjera r x + r 2 = h, 
pa je kruznica K x sadrzana u figuri konstantne sirine h, onda kruznica K 2 tu 
figuru obuhvaca (SI. 10). Neka je naime T bilo koja tocka kruznice K 2 . Povuci 
cemo redom tangentu t 2 kruznice K 2 u tocki T, zatim onu tangentu t x kruznice K L , 
koja je paralelna sa t 2 (od dviju mogucih onu, koja je od t 2 udaljenija) i konacno 
par Pi, p 2 pa s tim tangentama paralelnih potpornih pravaca figure. Tada je udalje- 
nost tangenata t x i t 2 jednaka h, a jer je figura konstantne sirine, i udaljenost 
potpornih pravaca Pi i p 2 je jednaka h. Tangenta t x sigurno pripada pruzi pip 2 , jer 
je u toj pruzi smjestena citava figura, pa prema tome i kruznica K u koja je u 
figuri sadrzana. Kad bi i tangenta t 2 bila unutar pruge PiP 2 , bila bi udaljenost 
izmedu tangenata t x i t 2 manja od h, a to je nemoguce. Znaci, tocka T ne moze 
biti unutrasnja tocka figure, pa je citava figura smjestena u krugu K 2 , kako smo 
tvrdili. Obratno, ako od dviju koncentricnih kruznica, kojih je suma polumjera 
Ri R 2 — h, jedna obuhvaca figuru konstantne sirine, druga ce kruznica biti u 
toj figuri sadrzana. Dokaz bi tekao analogno. Neka je sada r polumjer figuri upi- 
sane kruznice K u , a R polumjer opisane kruznice K n , onda ne moze biti 

r+R>h, 



jer bi tada, prema upravo dokazanom postojala kruznica, koncentricna sa kru- 
znicom K a , koja obuhvaca figuru i kojoj je polumjer manji od R, sto nije moguce. 
Medutim, ne moze biti ni r + JR < h, 

jer bi u tom slucaju mogli konstruirati kruznicu, koncentricnu sa kruznicom K q 
i smjestenu u figuri, koja bi imala polumjer veci od r, sto je i opet nemoguce. 
Preostaje onda kao jedina mogucnost, da je 



v “}“ R === h. 
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Nadalje, kruznice K u j_K o moraju biti koncentriCne, jer bi u protivnom mogli kon- 
struirati i kruznicu K o koncentricnu sa K u i polumjera R, koja bi obuhvacala 
figuru, pa bi postojale dvije kruznice K n i K 0 opisane figuri, a to je nemoguce. Kod 
kruga se naravno upisana i opisana kruznica podudaraju r = R = h/ 2. Moze se 
dokazati, da od svih figura konstantne sirine h Reuleaux-ov trokut ima najveci 
po umjer R opisane kruznice, a time i najmanji polumjer r upisane kruznice. 

Pod kutom konveksne figure u nekoj rubnoj tocki smatrat cerao najmanji 
ut, kojern je vrh u toj tocki, a koji sadrzi cijelu figuru. U regularnim tockama 
ruba taj je kut uvijek Jt, dok je u singularnim tofikama manji od ji. Dokazat cemo 
da kut u singularnoj tocki figure konstantne sirine nije manji od 2n/3. Neka je 
P singulama to£ka figure konstantne Sirine h. (SI. 11). Krakovi najmanjeg kuta 0, 
ojemu je vrh u P, a koji sadrzi figuru, jesu naravno potporni pravci figure. Te- 
tive PQi i PQ 2 , okomite na te potporne pravce, su dijametri figure i prema tome 
jednake h. Trokut PQ 1 Q 2 je zbog toga istokracan, a kut je trokuta kod vrha P 

jednak Jt — ©. Kako stranica QiQ 2 ne moze biti veca od h, to kut nasuprot toj 
stramci ne moze biti veci od n/3. Dakle je Jt — 0 ^ n/3 i odatle © ^ 2ir/3 kako smo 
tvrdili. U vrhovima Reuleaux-ovog trokuta taj je kut 0 upravo jednak 2*/3, kako 
se to moze zakljuciti neposredno iz slike. Moze se pokazati da je Reuleaux-ov 
rokut jedina figura konstantne Sirine, kojoj je kut u singularnoj to£ki jednak 2jt/3. 

Krug, kojem je dijametar jenak h. ima opseg hn. Opseg Reuleaux-ovog tro- 
kuta sirine h je 3 -jt/3 h, dakle hn. Opseg bilo kojeg Reuleaux poligona je (a, + 
+ « 2 + ... + a) h, dakle opet hjt, jer je suma unutraSnjih kutova u zvjezdastom 
mnogokutu jednaka jt . 3 Kod naSeg najjednostavnijeg primjera ovala konstantne 
sirine je opseg 

3 [(a b) jt/3 + b jt/3] = (a + 2b) K — hn 

a analogno bi se vidjelo, da je opseg i kod ostalih ovala konstatne Sirine jednak 
hn. To nas upucuje na pomisao, da mozda sve figure iste konstantne Sirine h 
imaju isti opseg hn. Stvarno, moze se pokazati i sasvim opcenito (Barbier), da je 
opseg svake figure konstantne Sirine h jednak hn, dakle da sve figure iste kon- 
stantne sirine imaju isti opseg. To je osnovno svojstvo figura konstatne Sirine. Za 
dokaz te cinjemce bilo bi medutim potrebno strogo fundirati pojam duljine neke 
zatvorene krivulje, a to bi premaSilo opseg i svrhu ovoga clanka. 

(SvrSit ce se) 

Sjetanja u vezi s proslavom 40-godisnjice KPJ i SKOJ-a 

Bilo je to prije vise od cetvrt vijeka 

FRAN JO HRABAK, Zagreb 

XJjesen 1930. vladalo je na zagrebackom Sveucilistu relativno politicko mrtvilo . 
Takvo stanje bilo je odraz nesredenih prilika u KPJ i politicke neorijentiranosti 
studenata . 

U mirni odnosno jednostrano uzbudljiv gradanski zivot studenata, pa i stude- 
nata matematike i fizike, postepeno se unosi politicki nemir. Dogadaji u svijetu 
(talijanski fazizam kao stvarnost, Hitlerov nacional-socijalizam na pomolu) i Aleksan- 
drova diktatura u zemlji, aktiviziranje naprednih snaga medu studentima zagre- 
backog sveuciliSta — sve to ne mimoilazi ni studente matematike i fizike. Politicka 
pitanja sve vise su predmet razgovora i diskusija, sto utjece na politi6ko opredje- 



3 Kako je iz konstrukcije jasno, u svaki je Reuleaux poligon upisan jedan istostraniini zvjezdasti mnogokut. 
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ijenje veceg broja studenata. Rezimske organizacije JAC (Jugoslav enska akademska 
titaonica) i JAK (Jugoslav enski akademski klub) uzivaju niz privilegija (stipendije, 
popusti na zeljeznici, menza i dr.), ali ne postaju iole znacajniji faktor, osim Sto 
su denuncirali studente . Opozicione organizacije: HSS, frankovci, samostalni demo- 
krati i dr. uglavnom su kolebljivi, neodlucni. Frakcijske borbe u KPJ i boravak 
CK izvan zemlje takoder ne pridonose mogucoj afirmaciji komunista na SveuSiliStu, 
ipak, 1932. godine poSinje sve organiziraniji rad, najprije KOSTUFRA (KomunistiSka 
studentska frakcija), a kasnije SKOJ. Rad je duboko ilegalan po principu te lija. 

Na Filozofskom fakultetu, u tijem sastavu je tada bio matematitko-fizitki odsjek, 
postoji 1932. ve6 organizacija, koja rukovodi celijama na nekim odsjecima filozof - 
skog fakulteta. Za matematiku i fiziku bio je zaduzen Grga Gamulin. On se prema 
ranijem dogovoru sastajao u odredeno vrijeme na nenapadnom mjestu sa mnom 
kao rukovodiocem telije matematicara i fizicara. Na sastanku je rukovodilac telije 
dobivao odredene zadatke u pogledu dalje akcije (dijeljenje letaka, pripreme za 
Strajkove, razrada literature i dr.), materijal koji se Stampao u zemlji ili bi doSao 
od CK (tada je bio u Becu), te bi izvjeStavao o izvrSenom radu telije. Nitko u 
celiji nije znao tko je veza, time smo se osigurali od policijske provale. Prije nego 
Sto bismo nekog primili u teliju moralo je biti neosporno utvrdeno, da cvrsto stoji 
na marksistitkim pozicijama, da je politicki-moralno i karakterno cvrst, nepoko - 
lebljiv i da se dobro drzao u pojedinim akcijama. Na sastancima telije (svaki put 
na drugom mjestu) proutavao se organizaciono-polititki i teorijski materijal (dija- 
lektitki i historijski materijalizam, polititka, ekonomija i djela klasika marksizma), 
zatim se razgovaralo o opcem polititkom stanju medu studentima matematike i fizike 
kao i na SveutiliStu, te stvarale pripadne odluke. S mnogima smo sate i sate poje- 
dinacno razgovarali, bez obzira na to bili oni frankovci, klerikalci, HSS-ovci. Jedino 
s JAC-evcima nismo trosili vrijeme, jer smo ih smatrali nedostojnim. 

Nasa 6elija formirana je negdje ujesen 1932., njeni clanovi bili su Bogdan Ogri- 
zovic, Radovan Reichherzer, Josip Brecevic, Stanko Borkovi6 i potpisani. 1 

Aktivnost nase grupe i pojacano politidko kretanje na Sveudilistu ocitovali su 
se i u tome sto smo kasnije formirali jos jednu celiju, kojom je rukovodio Josip 
Brecevid. Njen clan bio je i Ivo Vrancic. 

Pocetkom novembra 1932 . formirano je inicijativom studenata komunista SUS 
( SrediSnje udruzenje studenata), cije su organiziranje pripomogle opozicione gru- 
pacije na Sveucilistu, a uclanili su se i strucni klubovi. Tako je stvorena mogu6nost 
da studentska omladina organizirano nastupa i sudjeluje u politickim akcijama. Na 
akcije nije trebalo mnogo cekati: 19. novembra prireden je miting u vezi sa straj - 
kom gladu politickih zatvorenika u Srem. Mitrovici, 30. novembra upucena je pred- 
stavka rektoru u vezi sa smjestajem siromaSnih studenata u Studentski dom 
i raspodjele stipendija. Ovdje su jacevci htjeli, uz potporu policije, da imaju glavnu 
rije6. Akcije se nastavljaju, a podsticu ih i mjere, koje zeli da provede protuna - 
rodni rezim. Tako se sredinom sijecnja 1933. odrzava sjednica SUS-a, na kojoj se 
prima protestni memorandum rektoru, kojim se trazi ukidanje ispitnih taksa i sko - 
larine i protestira protiv pokusaja rezima da ukine zagrebacki Tehnidki fakultet. 
Memorandum je predao pok. dr. Josip Kajfes, 2 tada potpredsjednik SUS-a rektoru 
u prisustvu delegacije studenata. Na pitanje Kajfesa da li je rektoru vise stalo do 
onoga Sto trazi protunarodni rezim ili do toga sto odgovara interesima hrvatskog 
naroda, rektor je odgovorio, da on najprije Zeli da izvrSi ono sto mu vlast naredi, 
zatim da odgovara pred svojom savjesti i na kraju da ne zaboravlja narod iz kojeg 

1 Ogrizovida (V. gimnazija u Zagrebu nosi njegovo ime) i Reichherzera objesili su ustaSe 1943. u Zagrc- 
badkoj Dubravi. Borkovic je stradao nesretnim sludajem prije rata. 

2 Poginuo u NOB-i; bolnica u ul. P. MiSkine u Zagrebu nosi njegovo ime. 
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je nikao. Tek kad smo izaSli iz rektorata pogledali smo se i konstatirali , da smo 
»prevedeni zedni preko vode«. 

Uzbudenje raste, rektor putuje u Beograd , demonstracije se nastavljaju. Ova j 
put se jako osjeca kolebanje frankovaca i klerikalaca , pa komunisti organiziraju 
sami 24. I. nove demonstracije. O dvostrukoj igri frankovaca i klerikalaca javio je 
i »Proleter« od sijecnja 1922. 

Vladajuci rezim shvatio je svu ozbiljnost studentskih nemira i dinjenicu, da 
su komunisti organizatori i rukovodioci akcije. Zbog toga Ministarstvo prosvjete 
pocetkom veljace 1922. ukida STJS, kao legalnog nosioca otpora. Ovo nije moglo 
sprijeciti uzavrelu aktivnost studenata. Opozicione grupe se pripremaju na nove 
akcije: 20 strucnih klubova , zatim »Matija Gubec« i »Strosmajer« proglaSuju po- 
cetkom Ijetnog semestra generalni strajk neupisivanjem zbog zavodenja Skolarine 
i pokusaja da se ukine Tehnicki fakultet u Zagrebu. Ovaj strajk »prihvatili« su 
frankovci i klerikalci. 

Odluku u ime vecine studenata trebalo je i ostvariti. Radi toga je odluSeno, da 
Sveuciliste cuvamo i sprijecimo svaki upis. I doista , tocno u 8 sati naSli smo se u 
glavnoj zgradi, zabarikadirali glavni ulaz pomocu klupa oslonjenih jedna na drugu, 
prva na ulazna vrata, posljednja na suprotni zid. Svaki je imao pozamasnu drvenu 
palicu za slucaj sukoba. Ove palice dao je izraditi Leo Mates kod jednog stolara. 
Nesto poslije 8 sati dosao je kroz prozor rukovodilac klerikalne grupe s Pravnog 
fakulteta, ali kako nije nasao nikoga od svojih (na sastanku uoci strajka obedao 
je 10 ljudi), vratio se istim putem; naravno, vise ga toga dana nismo vidjeli. Kad 
su jacevci saznali da smo zabarikadirali Sveuciliste , uspjelo im je zbog neopreznosti 
jednog podvornika, da kroz donja vrata prodru u podrum. Zametnula se bitka na 
stepenicama , koja vode iz podruma prema prizemlju — oni s pucnjima iz piStolja, 
mi s klupama i s drvom za gorivo. Morali smo ustuknuti, ali njihova pozadina — 
policija ucinila je svoje. Ne mogavsi drugacije, propuzali su se policajci po zlje- 
bovima za vodu pozadine zgrade i tako nas iznenadili. Predvodio ih je tadasnji 
§ef bezbednosti Dragi Jovanovic (za vrijeme rata sef specijalne policije u Beogradu), 
uputio nas je u dvoranu za promocije i odrzao proracunati govor f prema kojem je 
i on u mladosti bio komunist. Obecao je , da se ne ce nikom nista dogoditi , ako se 
u miru razidemo. To dakako nije sprecavalo njegove ljude, da na izlazu iz zgrade 
po volji hapse studente i da ih u »crnoj Marici« voze u policiju na specijalno saslu - 
sanje. Bio je tada uhapsen i Zarko Vimpulsek, govornik na pocetku strajka. Jedan 
od rezultata ovog strajka bila je odgoda upisa za 7 dana. 

U svim akcijama ucestvovali su i studenti matematike i fizike 6as u manjem , 
das u vecem broju. I to je bio jedan od nacina da se provjeri prakticna cvrstina 
pojedinca. U skolskoj 1922.122. godini uspjelo je na vise fakulteta da komunisti 
preuzmu rukovodstvo strucnih klubova , dobivsi vecinu glasova na godisnjim skup- 
Stinama. I klub studenata matematike i fizike dozivio je taj uspjeh. Za predsjednika 
izabran je pok. Bogdan Ogrizovic, za tajnika potpisani. Sastanci dobili su sada novi 
sadrzaj: od formalistickih i usko strucnih problema preslo se na idejno osvjetlja - 
vanje naucnih dostignuca , a nerijetko su se odrzavali izrazito politicka predavanja. 
Tada je vec bila dostupna razna napredna literatura , kao sto je Komunisticki ma- 
nifest, Dijalekticki materijalizam od Thalheimera, Anti-Diihring, Dijalektika pri - 
rode, razne edicije i dr. 

Ovakav idejno -politicki rad markantan je i za ostale strucne klubove toga 
perioda, a zacet je godinu dana ranije u Socioloskom klubu (sastanci su se drzali 
u predavaoni Geografskog instituta) i u Klubu brdana (stariji skauti, pretezno stu- 
denti), koji je mijenjao svoje mjesto sastanka. Jedan i drugi klub zabranjeni su 
1922. godine. 
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U toku ove skolske godine supotpisali smo nekoliko letaka uperenih protiv 
rezima te frankovaca i klerikalaca, kao razbijaca opozicionog jedmstva. Nije s toga 
Zd no Sto su se stijedeci izbori rukovodstva kluba (1933.134.) odvijali uznaku 
sloznog gnjeva udruzene studentske reakcije: rezimskih jacevaca.klerikalca i fran- 
kovaca i Sto smo s nekoliko glasova manje izgubili rukovodstva Khiba. N asut jecj 
na studente nije prestao, sto vise: ceSce su dijeljeni leci, a narocita poslastica bila 
je u aprilu 1934. godine, kada smo u okviru jedinstvene akcije na Sveucihstupodi- 
jelili prvi broj KSB (Komunisticki studentski bit ten) u klupe za koje <5e cas kasnije 
sjesti studenti matematike i fizike. Dva dana poslije ove akcije bio sam uhapSen 
i ods jedio mjesec dana pod sumnjom da se kod mene nasao materijal zadrugi broj 
KSB. Policija ipak nije saznala, da sam organizirao dijeljenje prvog roja 

Bilo bi pogreSno misliti da je naS rad bio lagan i jednostavan. Pri tome ne 
mislim na opasnosti, kojima smo se izlagali, vec na shvacanje ljudi s kojima smo 
svakodnevno radili i pokusavali na njih djelovati. Ko nzervatwan odgoj u ku6i 
i Skoli, utjecaj crkve, sve je to formiralo javno misljenje. Pnlicno gusto je bilo 
pohijano misljenje, da je komunist identican s razbojnikom Hi pokvarenjakom. Po- 
krajina iz koje smo dosli u Zagreb zgrazavala se nad nama. »Tako dobar deck o,^ pa 
ode u komuniste« i slicne izjave bile su prilicno ceste. Kad bismo u pojedinacnoj 
diskusiji iznijeli argumente, kojima subesjednik ne bi mogao parirati, znao bi onda 
rezignirano reci »Ja ipak zelim ostati dobar katolik«. Shvacanje, upijeno konzer- 
vativnim odgojem, bilo je jace od zakljucaka, do kojih se do lazilo logickim ill dija- 
lektickim putem. U sredini, gdje je izrazito dominiralo gradansko konzervativno 
shvacanje, te strah pred bogom, nije bilo lako sagledati zakomtost razvitka pnrodi 
i druHvu, makar pojedinac i listao marksisticku literaturu. Izjava, kojoj bi se danas 
svaki srednjoskolac smijao, bila je tada normalna pojava: Kad je dosadilo jednom 
studentu sto ga cesce diram zbog njegovog religioznog fanatizma, uputio mi je pred 
sirim krugom kritiku da ga neopravdano osu&ujem zbog njegove neliberalnosti. Na 
moje pitanje u kojim se granicama krece njegov liberahzam, odgovono je s pono- 
som: »U okviru dogmi katoMke crkve«. Kad smo s pojedincima otvorenije razgo- 
varali, dobivali smo i ovakve odgovore: jedan nema vremena, jer mora instruirati, 
drugi rece da zeli biti neutralan, treci priznaje ispravnost linije, all »gdje je -o 
jos . . .«, misleci na daljinu do svrgavanja kapitalizma. 

Mnogi sati i dani utroseni na razgovore s pojedincima, napetost zivaca u vezi 
s hapsenjem i pretresima stanova, evidentiranje u policijskoj kartoteci komumsta 
— sve je to nuzno moralo prethoditi velikim danima Oslobodenja. S pijetetom se 
sjedamo boraca, bivsih studenata matematike i fizike, koji su pali za slobo u: 
Ogrizoviia, Reichherzera, Mihovilica i drugih. Oni su upili prve ideje marksizma- ■ 
lenjinizma za vrijeme studija matematike i fizike, a ponosni smo i na to, da djelo- 
vanje na siroki krug studenata nije bilo uzaludno: ni jedan medu njima nije se 
nasao u redovima ustasa. Kad sam se sreo lipnja 1941. s jednom frankovcem iz 
vremena studija i pitao ga kako se osjeca, sada kada su njegovi ideali realiziram, 
odgovorio mi je odlucno, da s ustasama nema i ne zeli da ima ma kakve veze 
Bilo je to 1941. godine! Jedan klerikalac iz vremena studija, kojem su silom htjeh 
ustase dati vazne polozaje, niti se makao iz svoga mjesta, niti je primio ma kakvu 
visu duznost od svoje redovite kao profesor. 

U danas tako izmijenjem okolnostima, kada nap redna literatura vise nije zabra- 
njena, kada su naucne spoznaje na dohvatu svakom omladincu, vnjedno je baciti 
pogled unazad i sagledati mucni put kojim se do ovog doslo. I ne samo sagledati 
taj put, nego izvesti i pripadne licne zakljucke. 



26 



IZ MOJE RADIONICE I LABORATORIJA 




Gradnja lucne svjetiljke u dackoj radionici 

Konstrukcija lu£ne svjetiljke, koju predlazemo, ne zahtijeva naroditi materijal 
ni kompliciranu obradu pojedinoih dijelova. Veci se dio materijala moze nabaviti 
uz niske cijene, jer u obzir dolaze i otpaci, koje mozemo cesto nabaviti u klubo- 
vima »Narodne Tehnike«. 

Uglavnom su dva glavna problema, koja moramo rijesiti kod konstruiranja 
i izrade lucne svjetiljke. Prvi problem sastoji se u pomicanju ugljena, jer se lucna 
svjetiljka pali tako da se ugljeni dotaknu i zatim polagano razmaknu; osim toga 
u toku rada ugljene elektrode se pomalo trose pa je potrebno s vremena na vrijeme 
pribliziti elektrode, da se luk ne ugasi. Drugi problem je elektricna izolacija ure- 
daja, koja mora zadovoljavati propisima sigurnosti rukovanja elektricnim apara- 

tima, a nalazi se stalno na visokoj tem- 
peraturi. 

Da bi izbjegli kompliciranost ure- 
daja za reguliranje luka predlazemo 
slijedecu konstrukciju, koja daje dobre 
rezultate uz minimalne troskove. Ideja 
se sastoji u tome, da se za primicanje 
i razmicanje ugljenih elektroda isko- 
riste stezaljke, kojima se sklizaljke ili koturaljke ufivrscuju na cipele. Takva se 
stezaljka sastoji od (si. 1) osovine, na kojoj je narezan navoj i to na polovicu 
osovine desni navoj, a na polovicu lijevi navoj. Osovina nosi matice, na koje su 

ucvrsceni stezafci S. Okre- 
tanjem osovine na jednu 
ili drugu stranu stezafci se 
udaljavaju ili priblizuju je- 
dan drugome. Nasa je za- 
misao u tome da na stezace 
ucvrstimo ugljene elektro- 
de i tako rijesimo regu- 
liranje luka jednostavnim 
okretanjem osovine. 

S jednim starih odba- 
cenih klizaljki skinuli smo 
stezaljku, kojom se prednji 
dio cipele u£vrscuje nakli- 
zaljku i to zato, jer ta 
stezaljka ima duzi vijak 
od stezaljke, kojom se u- 
cvrscuje peta cipele. Bu- 
duci da je kod ve6ine ste- 
zaljki kraj, koji zahvaca 
cipelu, malo kos, potrebno 
ga je prethodno izravnati 
i to tako da ga malo uzari- 
mo na plameniku i ispra- 
vimo u skripcu. Nakon toga 
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probusimo na oznacenom mjestu rupu od 3 — 4 mm, tako da gotov komad izgleda kao 
na si. 1. Kako dalje upotrebljavamo taj komad, vidi se najbolje sa si. 2. 

Dio A sluzi kao sasija i na njemu 
xifcvrScujemo ostale dijelove. Dijelovi B i C 
su trake izrezane iz lima siroke oko 30 
mm, i dovoljno debele, da se ne savijaju. 

Dijelovi B se pomoSu zavrtnja prifcvrScuju 
na stezaje, ali tako da je promjer zavrtnja 
manji od promjera rupa na dijelu B i ste- 
zacu. To je potrebno radi toga, da stezafc 
moze istodobno povlafciti dio B gore dole 
i ciniti male horizontalne pomake uslijed 
toga sto je osovina malo savinuta, Sto je 
obicno sluca j. Sipke E su okruglog pro- 
sjeka i sluze kao vodilice po kojima klize 
nosaci ugljena B. To je potrebno zato da 
bi ugljeni svojim vrhovima dolazili uvijek 
tocno jedan iznad drugog. Osovina je po- 
duprta podupirafcem F, koji se za A u£vr- 
scuje na prikladan na£in. Spiralno pero 
G djeluje tako, da je osovina uvijek na- 
slonjena na podupirac. Osovina je pro- 
duzena jednom sipkom, koja na gornjem 
kraju treba da viri iz kutije, u koju se 
stavlja lucna svjetiljka i na taj kraj se 
stavlja gumb od radio aparata ili nesto 
slicno, tako da se osovina moze lako okre- 
tati prstima. Zakretanjem osovine ugljeni 
se priblizuju ili udaraju prema potrebi 
Ugljeni se montiraju na kraj eve dije- 

lova B. Ugljeni medusobno treba da cine kut oko 90 stupanja. Om su elektncno 
izolirani od B i na tu izolaciju postavlja se zahtjev da bude elektricno i termicki 

sigurna. To je narocito o- 
sjetljivo mjesto i jedan na- 
ein pricvrscivanja vidi se 
sa si. 3 koja nije propor- 
cionalna nego je narocito 
istaknut samotni izolator 5. 
Takvi se izolatori upotre- 
bljavaju za elektricne peci 
za grijanje ili za elektricna 
glacala, jer se pomocu njih 
u metal ucvrscuju prikljuc- 
ne zice za dovod struje. 
Takovi se samotni izola- 
tori dobivaju u trgovinama 
elektromaterijala i stoje 
nekoliko dinara. Takav se 
Samotni izolator sastoji od 

dva dijela, koji pristaju jedan u drugog a izmedu njih dolazi lim, od kojeg zelimo 
zizolirati. Ta se dva dijela pritezu zavrtnjem, koji ujedno nosi obujmicu O, u koju je 




220 V 



SI. 3. 
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pntegnuta ugljena elektroda. Na donji kraj vijka V pricvrscena je dovodna zica, 
kojom dovodimo struju. Ta je zica izolirana samotnim »perlama« i vodi do prikljuc- 

mca na sasiji, koje su u sasiju uCvrscene takoder samotnim izolatorima kako se to 
radi kod elektricnih glacala. 

Citava lucna svjetiljka se moze staviti u limenu kutiju, koja mora biti snabdi- 
jevena otvorima za ventilaciju jer se inace lucna svjetiljka suvise zagrijava. Na 
uciste je potrebno staviti mali prozor, kroz koji promatramo luk dali dobro gori. 
Prozor se radi od pocadenog listica tinjca pokrivenog drugim listicem tinjca da se 
kod rukovanja ne skida cada. Mjesto tinjca moze se staviti pocadeno ili jako tamno 
staklo, ali jako tanko, jer od jakog zagrijavanja staklo obicno pukne. 

Serna spoja lucne lampe dana je na si. 4. O snazi prikljucnog potrosaca (u 
nasem primjeru elektricna pec) ovisi snaga luka, jer je otpor luka gotovo nula tako, 
a je jacine struje koja tece lukom dana uglavnom otpornom serijski spojenog 
potrosaca. Luk je stabilniji, kada tece jaca struja. Kada serijski sa lukom spojimo 
elektricnu pec jacine 2400 vata, dobivamo izvanredno jak i stabilan luk. Ako je 
struja premala, luk se tesko pali i cesto se gasi. 

Ako lucnu svjetiljku upotrebimo kao projekcionu lampu, onda moramo paziti 
da lece ne stavljamo blizu luka, jer nam mogu puknuti. Dobro je prvo pred luk 
staviti kivetu sa vodom, koja apsorbira infracrveno zracenje. Poslije kivete moze 
se staviti kondenzore, film, lece i ostali pribor. 

Ovo je samo sugestija, kako se moze napraviti dobra i jednostavna lucnica. 
Svaka radionica treba da izvede konstrukciju prema svojim mogucnostima i da 
uvede sva eventualna^ poboljsanja, koja se u danoj radionici mogu naciniti. Osim 
toga jos jednom naglasavamo, da je kod citavog posla najvaznija besprijekorna elek- 
tricna izolacija uredaja, koja ce onemoguciti bilo kakovu nezgodu kod rukovanja. 

V. G. 



Z ANIMLJIV O STI I RAZNO 



Harpa^HO TaRMH^cme yqcHHKa 
rHMHa3Hja H Cpefl[H>HX CTpyHHHX 
uiKOJia HP LJpne Tope 

JJpymxBO MaxeMaxiiqapa h (})ii 3 Hqapa HP 
Upne Tope y 3ajeAHPmn ca 3aBO^OM 3 a yHa- 
npejjepte innojicTBa oprapiH30Bajio je KpajeM 
1958/59 niKOJicKe roA. narpa ah o xaKMPiqepte 
yqeHHKa rHMHa3Hja h cpeAPfcHx niKOJia (I, II, 
h III pa 3 pe^a) y peina B aiby MaxeMaxuqKnx 
3aAaxai<a. Y xaKMPiqeiby cy y 3 ejie yqernha 
CKopo cBe cpe^H>e niKOjie ca xcpHxopPija HP 
IJpHe Tope. CBera je yqecxBOBajio 64 yqc- 
HHKa. TaKMHqeibe ce o^p>Kajio 7 jyHa 1959 
roflHHe HCTOBpeMCHO y cbhm uiKOJiaMa. 

HcniqeMO, a^ je xaKAinqeibe OBaKBor xpina 
npBH nyT ca^a cnpoBe^eHO y Hainoj peny- 
OAa3HB yqenHKa HHje 6 ho HajSojBPi. 
Obo xaKMPiqeibe je 6 hjio cfmHajiHor KapaK- 
Tepa, noiirro JXpyuiTBO P13 onpaB^aHiix pa- 
3Jiora HHje ycnjejio Ha BpHjeMe #a opranpi- 
3yje npexxo^Ha KBajiH(J)HKai^HOHa xaKMHqeita. 
TaKMHueH>a OBaKBor xpina HMaqe y6yflyfee 
curypHO MacoBimjH KapaKxep h BHme yc- 
njexa y Uppioj TopH. 



HoBqaHHM Harpa^aMa y pacnoHy 0,0; je^iie 
AO xpn XHiba^e AHHapa narpatjCHo je 14 yqe- 
HHKa, h xo: 

3 a III pa 3 peA: 

AiiApHjameBHk PaxKo, yq. Ill-a rHMH. (Th~ 
xorpaA) l IIIecxoBHh Bjiaroje, y q. III -2 thaih. 
(Bnjejio nojbe ) ; jOtparojeBHh JJparoMPip, yq. 
III-B thmh. (THxorpaA); MuJiaquh PaAMHjia, 
yq. III-B ruMH. (TpixorpaA); ^Cejiajinh Ba- 
CHJiHje, yq. Ill pa3p. cpeAH>e noMop. rnKOJie 
(Koxop); BpijcjiHh BnaAUMHp, yq. Ill pa3p. 
thmh. (Bap) ; naBHheBHh Bjepa, yu. III -3 
pa3p. thmh. (HiiKiunh ) ; 'RpipHh Pjio6oAaH, 
yq. III-4 pa3p. thmh. (Hnnuiiih); KapaAa- 
rjinh T>op5e, yq. III-4 pa3p. thmh. (Hhk- 
rnpih) pi PaAOH>Pih flyman, yq. 1 1 1-6 pa3peAa 
THMH. (HPIKlHPlh). 

3 a II pa3peA: 

MapxHHOBPife BejiHjvnipj yq. II-b pa3p. tpimh. 
OflexHite ) ; PaAycHHOBHh CBexo3ap, yq. II- B 
pa 3 p. thaih. (U[exHPbe); YpoineBHh nexap, 
yq. II pa3p. cpeAite noMop. mi<ojie (Koxop). 

3 a I pa 3 peA.* 

CxojoBHh Mnpoje, yq. I-a pa3p. tpimh. Th- 
xorpaA) . 
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Haj6oJBH ycnjex Ha obom TaKMHHeity no- 
Ka 3 ann cy yHeHHijH III pa3peAa 3 a Hajcjia- 
=6njH yneHHHH I paspe^a. 

3aAaUH na TaKMHHeity 6 hjih cy csienehn: 

I pa3peA 

1. YnpocTHTH H3pa3: 

z — 1 1 — 3 z + z 2, 1 

37+72^1 ) 2 g — 1 

1 — 2z + z 2 — 2 z 3 
T+ 2z + z 2 + 2z 3 ' 

2. Hahn panyHCKH h KOHCTpyKTHBHO i<a- 
TeTe npaBoyrjior Tpoyma nnja je xnnoTeHy3a 
2|/~2 a jeAan oiHTap yrao 15°. 

II pa3peA 

1. JXaTa je jeAHanuna Apyror CTeneHa 
(a + 2)x 2 —2ax — a = 0. 

a) HcnmaTH 3a Koje bpcahocth a cy ko- 
"pujeHH peaJiHH h KaKBH cy hm 3HaAn; 

6) OaP^Ahth a TaKo 3 Aa KopujeHH 6yAY 
CHMeTpHHHH C o63HpOM Ha TaHKy X ==— l > 

b) H 3 paHyHaTH bpcahocth a, 3a Koje jeA- 
HaHHHa HMa ABOCTpyKH KOpHjeH h HahH Taj 
KOpiljeH; 

r) OopMHpaTH KBaApaTiiy jeAHanHHy hhjh 
cy KopujeHH 3 a BpeAHocT a noA TannoM 6) 
z x = xjx 2 l z 2 = 

2. Hahn noJiynpeHHHK onucaHe JionTe oko 
npaBHJiHor TeTpaeApa iiBHije 1. 

Ill pa3peA 

1. PHjeniHTH CHCTeM jeAHaniiHa: 

10 3 — log (x—y)^ 250 

1 , — - — 26 — y 

Vx-y+ T Vx + y-y==- 

2. JXoKa3aTH 3a npaBoyrjra Tpoyrao oahoc 

a — (3 2 ab 

(ITo cjiy h<hth ce oahoco m 

since + si n l > l/TTaTTp 

t. j. fla je apHTMCTHwa cpeAHHa ABa 6poja 
Beha oa ibHXOBe reoivieTpHjcKe cpeAHH^ ano 
je a 4= P)- 

Il3paAa nHCAieHor aaAaTKa Tpajaji3 je 60 mhh. 

Momhuao Ko cm a jail, npo4). UeTMite 

„Plava” optika 

Kada razgovaramo o fotografskim apa- 
ratima cesto eujemo pitanje: »Da li ima 
plavu optiku?« Pri tome mislimo na pur- 
purno-plavicastu boju kojom se odlikuju 



lece na svim modernim optickim instru- 
mentima. Svrha ovog clanka je da obja- 
sni porijeklo i namjenu tako obradenih 
leca. 

Dobar fotografski aparat treba da nam 
omoguci snimanje ne samo po suncanom 
vremenu, nego i onda kada osvjetljenje 
nije tako povoljno. Stoga moramo nasto- 
jati da u aparat ude sto vise svijetla. 
Kolicina svjetla koja ulazi ovisna je u 
prvom redu o otvoru objektiva (promjeru 
ulazne lece), tako da dobre kamere imaju 
relativno velik otvor. Medutim ne mo- 
zemo povecati lecu po volji, jer sto je 
veci otvor, to se teze uklanjaju pogre§ke 
optickog sistema i slika nije vise vjerna 

Zato se prislo uklanjanju drugog uzro- 
ka koji smanjuje kolicinu svjetla koja 
ulazi u aparat, a to je refleksija. 

Svaki puta kada svjetlosni snop pada 
na granicu izmedu dvaju razlicitih sred- 
stava on se cijepa u dva dijela; jedan se 
dio reflektira, a drugi prolazi kroz sred- 
stvo. Kolicina svjetla koja se reflektira 
ovisi o razlici indeksa loma sredstava i o 
kutu pod kojim zraka upada na granicu. 
Ako oznacimo indekse loma jednog i dru- 
gog sredstva sa ni i ri 2 , i uzmemo da svje- 
tlo pada okomito, onda kolicina reflekti- 
ranog svjetla u postotcima iznosi: 



M — n 2 \ fl 

\«X + n 2/ 



ioo°/ 0 . 



(1) 



Ako je prvo sredstvo zrak (n— 1), a 
drugo staklo (n = 1,5) onda iz formule 
slijedi da se reflektira oko 4% upadne 
svjetlosti (izracunaj koliko se % reflek- 
tira upadne svjetlosti, ako je leca naci- 
njena od optickog stakla 71 = 1,7). 

U modernim instrumentima rijetko se 
upotrebljava samo jedna leca; obicno 
imamo cijeli sistem leca i prizama koje 
sluze za dobivanje sto bolje slike. Cesto 
broj povrsina staklo-zrak prelazi i 20, i u 
tom slucaju gubici uslijed refleksije po- 
staju vrlo veliki. Lako se izracuna po- 
mocu formule (1) da kod 8 ploha (4 lece) 
gubitak svjetla iznosi oko 40% upadnog 
intenziteta. 

Unatrag 20 godina poceo se u industriji 
optickih instrumenata primjenjivati novi 
postupak u svrhu smanjenja refleksije. 
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Taj postupak se sastoji u tome da se na 
povrsinu stakla, pomoCu isparavanja u 
vakuumu, nataloZi tanki sloj neke ma- 
terije koja ima manji indeks loma od 
stakla. Ta tvar mora imati neku odre- 
denu vrijednost indeksa loma (koja se 
dade izracunati), a osim toga mora biti 
dovoljno tvrda da se ne izbrise sa stakla. 
Jedna od vrlo Cesto upotreljavanih tvari 
je magnezijev fluorid (MgF 2 ) koji ima 
indeks loma n= 1,38. 

Da bi sloj djelovao antlreflektivno 
mora imati odredenu debljinu. Ona se 
industrijski kontrolira tako da se pro- 
matra boja staklene povrsine za vrijeme 
talozenja. Kada povrsina poprimi plavi- 
casto purpurni izgled onda je postignuta 
najpovoljnija debljina. 

Poznavajuci naCin djelovanja tankog 
sloj a mozemo izracunati kolika je deblji- 
na potrebna. 




Svjetlosna zraka (a) pada prvo na po- 
vrsinu zrak-fluorid (slika 1), i na njoj se 
djelomicno reflektira (zraka (b)) a djelo- 
micno prolazi do plohe fluorid-staklo, 
gdje se opet dio reflektira (zraka (c)), a 
ostalo prolazi. (Reflektirana zraka (c) se 
pri izlazu iz fluorida ponovo cijepa u 
reflektiranu i propus tenu, ali je inten- 
zitet reflektirane zrake vec tako malen 
da je mozemo zanemariti). 

Zrake (b) i (c) mogu interferirati me- 
dusobno, to jest mogu se pojaCavati ili 
ponistiti. Zrake ce se poni§titi interfe- 
rence om onda, ako zraka (c), dok prolazi 
dva puta kroz sloj zakasni upravo za po- 
la valne duljine svjetlosti spram zrake 
(b). Onda se brijeg jednog vala poklopi 
sa dolom drugoga i rezultat je 0. 



Iz slike je vidljivo da zraka (c) prevail 
spram zrake (b) dopunski put 2d, gdje je 
d debljina sloj a (to je u slucaju da svije- 
tlo pada okomito na sloj; na slici je zraka 
crtana pod kutem, da se uoCe obje reflek- 
tirane zrake. Zato, jer brzina svjetla u 
sredstvu nije ista kao u zraku, mjesto- 
geometrijskog puta moramo uzeti opticki 
put, koji iznosi 2nd gdje je n indeks loma 
sloja. 

Razlika puteva za ponistenje mora bit! 
pola valne duljine, znaci: 

X 

2-n-d — — • « % (2> 

Iz te formule je vidljivo, da pri nekoj 
odredenoj debljini d, u reflektiranoj svje- 
tlosti ce potpuno biti ponistena samo- 
jedna valna duljina, t. j. ona za koju je 
ispunjen uvjet (2). Ostale valne duljine 
ce biti tek djelomicno ponistene. Zato 
debljinu biramo tako da se ponisti ona 
boja na koju je oko najosjetljivije, a to 
je zutozelena. (X = 5 500 A) Posto je u re- 
flektiranom bijelom svjetlu ponistena ta 
boja, onda mi vidimo ostale koje sacinja- 
vaju spektar, a to je bas purpurno-pla- 
vicasta boja po kojoj je tako poboljsana 
optika dobila naziv. 

Na prvi pogled izgleda cudno da se po- 
nistenjem reflektiranih zraka povecava 
intenzitet onih koji prolaze skroz. Me- 
dutim ne smijemo zaboraviti, da je pri- 
kazivanje svjetla kao vala samo jedan 
model koji opisuje vrlo mnoga svojstva 
svjetla, ali ne i sva. Svjetlo osim valnih 
svojstava ima i korpuskularna. Ako si 
zamislimo mjesto svjetlosnog vala roj 
fotona, i kazemo da smo nasim uredajem 
uspjeli postici da je broj reflektiranih fo- 
tona jednak nuli, onda je ocito da su 
svi morali proci. Drugim rijecima, poni~ 
stenjem refleksije povecali smo transmi- 
siju. 

Snopovi svjetla (b) i (c), osim sto se 

X 

razlikuju u optiCkom putu za — , mo- 

raju imati i iste intenzitete da bi se in- 
terferencijom potpuno ponistili. Znaci na 
obim plohama se mora reflektirati pri- 
blizno ista koliCina svjetlosti. Ako napi- 
semo taj zahtjev 
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In i — w 2 \ 2 ^ l n 2 — n 3 y 
\«i + nj “ ^ 4- n 3 / 
i sredimo, dobijemo da indeks loma sloja 
mora biti 

n 2 *= V w i * w 3- (3) 

Za staklo koje ima n 3 = 1,5, trebali bi 
imati sloj riz = 1,2. Magnezijev fluorid 
(n=l,38) tek priblizno zadovoljava taj 
uvjet. Mnogo je bolje ako imamo lece 
izradene od stakla n 3 = 1,7 jer onda MgF 2 
vrlo priblizno zadovoljava teoretsku vri- 
jednost V 1,7 = 1,3. Na taj nacin uspijemo 
smanjiti refleksiju bijelog svjetla kod 8 
ploha na 10% (kod stakla n= 1,5), odno- 
sno na 3% (za staklo n = 1,7) spram 40% 
kod nekorigirane optike. 

U novije vrijeme se znatno usavrsio 
postupak kombiniranja tankih slojeva, 
tako da je moguce upotrebom slojeva 
vise razlicitih materijala postici s jedne 
strane plohe koje imaju visoku moc re- 
fleksije, a s druge strane plohe kod ko- 
jih je refleksija unutar cijelog podrucja 
spektra vrlo mala. 

D. Miler 



opise prava pravilna cetverostrana piramida 
osnovne ivice a = n + 1 i visine //=« + !> 



S 




kao sto se vidi sa slike. Zapremina tela T 
je tada data sa: 

Vt = V SADCD -4 (y x + V 2 + ... + V n ) - 
— VSA 1 B 1 C 1 D 1 

gde V k predstavlja zapremine tela 
A)c,A\A kJr t B k B y k B k+ 1, B k B’ k B k+l C k C’ k C k+ly 
CkP’ifik + 1 D k D’ k D k+l i D k D’ k D k+l A k A y k A k+ > 



Jedan nacin odredivanja zbira 
kvadrata prvih n prirodnih brojeva 

Poznato je da niz prirodnih brojeva cini 
aritmeticku progresiju sa razlikom d = 1, te 
se zbir S 1 prvih n prirodnih brojeva moze 
lako izracunati: 

__ n 2 + n 

1 2 # 

Niz kvadrata prirodnih brojeva: 1%2 2 3 3 2 5 ... 
dini medutim tzv. aritmeticku progresiju 
drugog reda; tu je tek razlika izmedu razlika 
dvaju uzastopnih clanova stalna. Postoji ne- 
koliko postupaka za sabiranje kvadrata prvih 
n prirodnih brojeva. 

Evo jedan na£in, koji ponovo ukazuje na 
to, kako je ponekad posredstvom geometrije 
lako re§iti algebarski zadatak. 

Neka su l 2 = 1M, 2 2 = 2 2 -l,...« 2 = w 2 -l 
zapremine pravilnih cetverostranih prizmi 
osnovnih ivica a x = 1, a 2 = 2, . . . ,a n = n i 
visina H l — H 2 — ... = H n — 1. 

Konstrui§imo telo T tako, sto na prizmu 
osnovne ivice n stavljamo prizmu osnovne 
ivice n — 1, pa n — 2, itd. a da pri tome 
centri osnova svih prizama budu na zajed- 
ni£koj pravoj (si. 1). Oko tela T mo2e da se 



A* k B k 




Slika 2 pokazuje da je 



Vk = V Ak A\A" k B k B- k B" k + 

+ VA k A k+1 A" k A' k + VB k B k+l B" k B' k = 

1.1 1.1 

2 , 2 2 1 k 1 

2~ ' + 2 ’ 2 T _ T + 12 

Kako je jos 

Vsabcd = y (» + l) 2 (» + 1) = y (» + 1)* 

1 „ 1 

i VsAiBfiiDi — y 12,1 = y 



to je: 

y = H! — 4 

T 3 



[{ t + u ) + ( t + u ) 
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+- + (t+b)]-t- 



1 (n + l) 3 



n 1 

— (i +2 + .. + «) — y— y 

ili 5 nakom sredivanja: 

2n 3 + 3« 2 + n 
V t ~ 6 

je, mcdutim, sa druge strane jednako 
zbiru zaprcmina prizama, iz kojih je telo T 
sastavljeno. Dakle, 



(1) 



y = l* + 2 2 + 3 3 + . . + w 2 



( 2 ) 



Iz vcza (1) i (2) dobijamo obrazac za zbir 
kvadrata prvih n prirodnih brojeva: 

„ , , In* + 3 n*+ n 

l 2 + 2 2 + .. + « 2 = g • 

Judita Zoffmann, Zrenjanin 



ZADAC1 I RJESENJA 



A) Zadaci iz matematike 



377. Jlax je Hii3 oiiiiithm MJiaHOM 
1 + 2 * 3 + ... + n 



a n = 



1. 



I 2 + 2 2 + 3 2 + . . . + « 2 

IIoKa3aTH fla je rpamma mm — 1 h oflpe- 
;;imi pa3MaK pemerna iiejc/uiamnie 
log (a n — 1) > 0. 

377. CnpaTHTii pa3JioMai< 

ab (x 2 + 1) + * (a 2 + 6 2 ) 

• P W _ (x 2 — 1) + a (a 2 — 6 2 ) 5 

(a > 0, b > 0) 

3aTHM peniHTH HejeAHauimy 
1 <P(x) <2. 

378. Kruznica k s polumjerom r dotice 
os y u ishodistu pravokutnog koordinatnog 
sustava. Iz tocke Af na pravcu q= x — 4r = 0 
povucene su tangente na kruznicu k i one 
sijeku os y u tockama N i P- Dokazi ana- 
liticki, da se polozaj tezista T trokuta MNP 
ne mijenja, ako se tocka M mice po pravcu q, 

1 

379. Zadani su pravci p l =y — ~^x = 0, 

p 2 = y — 9x = 0 i tocka T (6, — 1). Nadi 
jednadzbu pravca 5 tockom T koji pravce: os 
x, pv p 2 , os y sijece redom u tockama A, 
B, C i D tako da je AB = CD! Nadi koor- 
dinate tih tocaka i duzinu AB! 

380. U kuglu polumjera r upisana je pra- 
vilna trostrana piramida. Kako se mijenja 
njezin volumcn, kad se visina piramide x 
mijenja? 



381. Neka se odredi pravokutni trokut, 
komu je poznata kateta b i 3c — a = /. Di- 
skusija! 

382. U jednadzbi 

(4 m + 1) sin 2 x — (6m — 1) sin x + 3m — 6 = 0 
neka se odredi m tako, da korijeni te jed- 
nadzbe budu sinusi dvaju komplementarnih 
kutova. Odredi takoder korijcne te jednadzbe. 

383. Neka se rijesi nejednadzba 

±l-<0<0<*<2„>. 

4 sin - x — 3 

384. Rijesi nejednadzbu 

j/7+4 — \ / ^+2> j/2x — 3. 

385. * U kruznicu polumjera 2 dm upisan 
je trokut s kutovima 15° i 60°, Izracunati 
povrsinu tog trokuta (bez upotrebe trigono- 
metrije). 

386. * Dijagonale paralelograma su V 2 cm 
4 V 3 cm, opseg mu je 14 cm. Kolika mu je 
povrsina? 

387. rioKa3aTH Aa ce 4>yHKUnja npoMen- 
JBHBe x 

/(%) = (1 + XT 1 )' 2 + (1 “X" 1 )- 2 

yBoljeH>eM HOBe npoMembUBe n cmchom 

x = (1 — rr 1 )' h • (1 + 

TpaHC(J?opMHine y paitnoHajiHy cjpyHKAiijy 9 ( n ). 

Pciiihth jeAHauuny 9 (w) = 0 n Ha ocHOBy 
Tora oApeAnTH Kopene jeAHaumie f(x) = 0. 

388. IIojihhom P ( x,y ) = x 5 -f y s — x 4 y — xy 4 
H3pa3HTH y objiHKy npoH3BOAa jeAHor jih- 
HeapHor h Asa KBaApaTHa (j^KTopa. Ha oc- 
HOBy Tora ncnuTaTH 3HaK nojiimoMa P (x, y), 
yBOAeta npeTnocTaBKy | x | > | y | . 

389. rioKa3aTH Aa Me^y y3acTonHHM HJia- 
HOBHMa reoMCTpiiCKe nporpecnje x 9 y u z 
nOCTojH HAeHTHUHOCT 

(x + y + z) (x — y + z) = x 2 + y 2 + z 2 . 
KopiicTehH ce tom HAeHTHUHomhy pemHTH 
3aAaTan: Hahn Tpn 6poja Kojii unne reoMe- 
TpucKy nporpccrijy 3Hajyhii ibhxob 3onp a h 
36np HjHXObhx KBaApaTa b 2 . 



B) Zadaci iz fizike 

181. Kamen je bacen vertikalno u vis 
pocetnom brzinom v 0 = 100 m s" 1 . a) Na- 
kon koliko vremena (t) ce se kamen nala- 
ziti na visini h = 25 m? b) Nakon koliko 
vremena (t’) ce doci kamen do najvise 
tocke i kolika je ta visina (h)? 

* Zadaci oznadeni zvjczdicom prcdvideni su prven- 
stveno za 14 — 16 godiSnje udenike. 



1 
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182. Auto se giba uzbrdo (nagib ceste 
j e a = 4°) brzinom V\ = 50 km sat 1 kad 
mu motor radi punom snagom. Kad se 
auto giba tom istom cestom nizbrdo i 
motor mu radi punom snagom, njegova 
je brzina v 2 = 200 km sat' 1 . Kolikom bi 
se brzinom Un kretao taj auto, uz rad mo- 
tora punom snagom, po horizontalnoj 
cesti? 

183. Elektricna je zarulja uronjena do 
grla u staklenu posudu u kojoj se nalazi 
2 1 vode. Poslije 5 minuta naraste tem- 
peratura vode za 10,5° C. Ako isti pokus 
ponovimo tako, da posudu i zarulju po- 
krijemo crnim suknom, da svjetlost ne 
izlazi, za 5 minuta naraste temperatura 
za 11° C. Izracunajte: a) Koliko energije 
izzraci zarulja u 1 sekundi? b) Koliko 
procenata energije zracenja odnosi svjet- 
losna energija? (Pretpostavljamo, da voda 
i staklo propustaju cjelokupnu svjetlosnu 
energiju). 

184. Zarulju od 110 V s otporom 300 & 
Selimo prikljuciti na mrezu od 220 V iz- 
mjenicne struje frekvencije 50 Hz. Da 
nam zarulja ne pregori spojimo s njom u 
seriju induktivni otpor. Koliki mora biti 
induktivitet, da zarulja normalno svi- 
jetli? 

185. Jakost struje u nekoj diodi je 3 m A. 
Koliko elektrona poleti prema anodi ci- 
jevi u vremenu t = 10~ 3 s? (naboj elek- 
rona e = 1,60 • 10 19 kulona). 



C) Rjesenja iz matematike 

363. /Jama cy dea no3iimueua 6poja a u b 
(a 4= b). TJoKa3aniii da je 

—j— > V ab C 1 ) 

odamAe u3eecmu nejeduaKocm 

(a + b) (b + c) (c + a) > 8 abc , (2) 

y3 npemnocmaexy da no3umumu dpojeeu a , b 
u c uujecy ceu Mef)yco6uo jeduaKu. 

npuMjeua: xanae je mpoyeao uuje cmpaue 
a, b u c 3ado6G^aeajy jednaxocm 

( ,+ .t)( ,+ t)( i+ 7)-* ? W 

KBaApupaifceMj HejeAHanocT (1), nocjraje 
cpe^HBaita, Ao6nja o6jihk 

(a — b) 2 >0, 

xiHMe je AaTa HejeAHanocT Aona3aHa. 

HejeAHanocT (2) mo>kcmo osano HanucaTH: 

a + b . b _±JL . i±_? = ]/ab.\/Tc- fVc. 

2 2 2 

HejeAHanocT je jacHa naAa y3MeMO y o63Hp 
HejeAHanocT (1). 



H3pa3 (3) MO>neMO HanucaTH y obom o6jinny 

a + b . b ± c . c + a . = y^.]/Tc- Vac. 

2 2 2 

riouiTO je - 2 — = V ab jeflHHO y cjiyyajy 

naAa je a — b n3Aa3H Aa cTpaHe a> b h c 
HHHe paBHocTpaHH Tpoyrao. 

Muaoiu Byjoeuh, 4 3 p. r. Hunuinh 

364. Cacmaeu xeadpamuy jednamtHy uuju 
cy Kopenu 

Xl = m - f 1 jn y x 2 = m — ^n y (n > 0). 

Ha ocuoey meedene jednanune u 3 paHynamu 
epednocm U3pa3a 

A = (m + Vnf + (m — ]/ n) • 
KBaApaTiia jeAHanmia nu]n cy nopenn 
x x = m + Vn , x 2 -m — ]/ n 
rjiacH*. x 2 — 2 mx + m 2 — n = 0. 

H 3 pa 3 A je 36 hp Ky6oBa KopeHa x 2 h x 2 , 
A = x, 3 + t x 2 3 . 

Xx 3 + X 2 3 = (*i + X J 3 — 3XxX 2 (Xx + X 2 ) = 

= (2w) 3 — 3 (m 2 — n) (2m) = 2m (m 2 4- 3 n). 
Beuancxu JJpaeoMUp, 2a p. r. Bprnau 



365. Data je jednadzba 




Ako je b srednja strana trokuta, dokazati 
ne rjesavajuci jednadzbu, da je taj trokut pra - 
vokutan. 

Treba dokazati da je b 2 = x x 2 — x 2 2 y t. j. 

b 2 

da je b 2 = (x x + *2) (*1 — *a)* x x + x 2 — —r~ 



(Prema Vieteu) (1) 

(Jtx X 2 ) 2 = (^1 + X 2 ) 2 ^ x i x 2 

Xl —X 2 = V(x[ + x 2 y-—4x 1 x t 

( b *V , 

Uzevsi u obzir (1) i Xi* 2 — l-^-l 1 

imamo: 



* 1 — ^ = 1/t — t + 4 

x i — x 2 — 2 



(2)i 



Tada je 



b 2 



(Xx + ^2) (^i — ^2) IT • 2 b 2 



(ako vodimo racuna o (1) i (2)). 

Miroslav Furit 3 svrs. uc. 3d r. g. 1. g. Zagreb- 
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366. U trostranoj piramidi (tetraedru) dva 
suprotna brida su 4 cm, 12 cm, a ostqli su 
bridovi 7 cm. IzraSunati zapreminu piramide. 

Zapreminu ove piramide izracunat cemo 
po formuli 



3 

gdje je B povrsina baze, a H visina piramide. 
PovrSinu baze naci cemo po formuli za 

povrsinu trougla P = ~, gdje je a = 4 cm, 
h — ^45 = 3 [/ 5 cm, pa je B = 6 (/~5 cm 2 . 




Ostaje nam da izracunamo koliko je H. 
Visinu H naci cemo iz trougla CFB. Taj 
nam trougao prikazuje si. 2. Vidimo da je 
H 2 = 12 2 — (* + 3 f '5) 2 iz A CFB i H 2 = 

(3 I 1 5)- k 2 iz A CFE. Ako izjcdnacimo 
nalazi se k: 



144 — 45 — 6k j /5 — & 2 =45 — hr ili — 6k j /5 + . 
54 9 

+ 54 = 0, k = — — = — , pa je H 2 = 45 — 
6 K5 j/5 

_81 _ 225—81 144 . rr 12 

c ^ r— i H = . Zato je 

555 1/5 

■ 6 1^5 12 

F — • = 24 cm 3 . 

3 f 5 



367. npenuuK Kpyea je 65 cm. Jlyiweu.m / t 
u l 2 npunadajy memuee 16 cm u 52 cm. H 3 pa- 
nynamu dyjtcuuy memuee, nojoj npunada xvk 

h + h • 

AB = 65 cm, BC = 16 cm, BD = 52 cm. 




Ha ocHOBy IlTO.'ie.Mej ene Teopewe o tcthb- 
hom MeTBopovrjiy. aa je npou3Boa flnjaro- 
uaji jepnai< soupy ripon3Bo;ta iiacnpa.MHnx 
crpaHa, HMaMo: 

AB ■ CD = AC ■ BD + BC • AD (1) 

Hpuo heAio uspanyuaTii ;iy>i<H AD n AC 
na he.wo hx saMeniixii y je;iHa'iiinn (l) 

AD = AB 2 — BD 1 = j/422 5 — 2704 = 

= Vl52l = 39 

AC = 1 Cab^BC* = J' / 4225 — 256 = 

= 1^3969 = 63. 

Caaa he.wo Hspapyiiani ;;y>K CD = x 

65x = 63 • 52 + 39 • 16 
65x = 3900 
x = 60 cm. 

JlyzoMupcKu Jjpazocjicie 2 S p. 2 r. KparyjeBaij 



Kovacma Mato, 3 2 r. g. Mostar 



JIpyrH Hamm. 3anpeMHHa TeTpae,apa mo- 
>ne ce H3pa3HiTi Kao <J)yHKijHja ibhxobhx 
HBPma. (Bhah: B. IleTpoBHh: „3anpeMHHa 
npoH3BOJbHor TCTpae^pa Kao c^yHKijHja n>e- 
tobhx nBHqa f ‘ ; 5 ,MaT. <J>H 3 . jihct cc 3 ro#. VII 
6p. 3). 

144 V 2 = b 2 c 2 (4a 2 — b 2 — c 2 ) hjih 
|/ 4 a 2 — b“ — c 2 
~ 12 5 



3aMeH0M BpeAHQCTH 3a a, b h c AobujaMo 



_ 48 • 36 

12 



24 cw 3 . 



Munucae ICcuiajiiuh, yn. 4 p. r. ^-lanaK 

Na oba je nacina rijesila zadatak Hajdoea 
JJyiuaHKa, 2 kji. thmh. Bmojia. 



368. Odredi sve par ove brojeva, gdje je ra- 
zlika izmedu njihovog najmanjeg zajednickog 
visekratnika i najvede zajedmcke mjere jednaka 
zadanom broju d. 

Ako oznacimo najvecu zajednicku mjeru 
ffednog para tih brojeva s A, ti brc jevi su 
onda x = Am, y = An a najmanji zajednicki 
visekratnik je Amn. 

Onda imamo 

A m n — A ~ d 

Kako je lijeva strana te jednadzbe cijeli 
. . . t . d 

pozitivni broj, mora i — biti cijeli pozitivni 
A 

broj. Dakle, A je djeljivo sa d bez ostatka 
A = 1, , . . , d. 
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Sada imamo 

— + l = d+ l*...> 1 + 1 = m • n. 

A 

Tako dGbivenu vrijednost izraza + lj 

prikazujemo kao produkt od 2 relativno pro- 
sta broja m i n. Sada imamo 

x = Am 
y — An 



Napose : 



30 , 

m n = — + 1 
A 





30 


15 


10 j 


6 


5 


3 


2 


1 


30 

A 


+ 1 — mn 


2 


3 


4 


6 


7 


11 


16 


31 


m 


2 


— 

3 


1 4l 


6 


3 


7 


11 


16 


31 


n 


1 


1 


1 


1 


2 


1 


1 


1 


1 


A mn 


60 


45 


40 


j 36 


36 


35 


! 33 


32 


31 


x = A m 


60 


45 


I 40 


j 36 


18 


35 


1 33 


j 32 


31 




y — An 


30 


15 


10 


r« 


|12 


5 


3 


1 2 


1 




Paar 


Vladimir , 


3a i 


t. 5 


• g* 


Zagreb 




370. Iz ishodisca naj se povlece tangenta na 
krividjo y = — 2% 3 + 3x 2 in naj se odredi po- 
vrsina omejena s to tangento m krivuljo. 

9 , 

Tangenta ima enacbo y = — -x, ona se ao- 

o 

tika krivulje y = — 2x 3 + 3x 2 u tocki 

Povrsina P med krivuljo in tangento je 
enaka razliki povrsin tiikotnika OAT in lika, 
ki ga omejuje kiivulja, os x in ordinata 



< 369. JloKa 3 amu da ce cuMempunue manne 
opmotfewnpa , y oduocy ua cmpaue mpoye/ia, 
nana 3 c ua Kpyey onucauoM oko mpoyzna . 



CBE = DAC i<ao yrnoBH ca HopMan- 
hhm KpauHMa. IIomTo cy obh yrjiOBH nepn- 
4>epncKH to he \i JiyKOBH Koin hm oAroBa- 

pajy 6hth jeAHaKH CE = CD. CjieAyjc 
CBE = <£ DBC . 

Ha CAHuaH Hamm AOKa3yjeMo a a je 
<£ FCB = <£ BCD. 

XtaKJie A BDC S A BOC na je Tauna O 
CHMeTpnnHa ca D y OAnocy Ha cTpaHy BC. 

Hcthm nocTynnoM Aona3yje ce CHMeTpHH- 
hoct Tanana E h F. 

Muaotu Byjoeuh, 4 3 p. r. HnKninh 




/4 

P = P A OAT — | (— 2x 3 + 3x 2 ) <ix = 
6 



3 

T 



27 

32 



S /4 



• X 4 + x 3 = 



81 1L 

“ 256 512 



27 _ 27_ 

" 64 512 ' 

Indihar Stanko, 3. r. g. Kocevje 

371. Dokazi a) elementarno b) pomodu ra- 
cuna ekstremnih vnjednosti da je trostruka di- 
jagonala veta od obima pravougaonika. 

a) Treba da je 

3d > 2 (a + b)> (d = ]/ a~ + b 2 \ t. j. 

9 (a 2 + b 2 ) > 4 (a + 6) 2 ili 
5a 2 — 8 ab + 5b 2 > 0. 

To je kvadratni trinom od a , cija je diskri- 
minanta Z) = (46) 2 — 5 • 5b 2 = —9b 2 uvijek 
negativna, te je trinom uvijek pozitivan t. j. 
nejednakost je uvijek ispunjena. 

b) Neka je 

3d = 3 K* 2 + ( 5 — *y = 

gdje je s = a + 6 ix = a. 

Nacinimo prvu derivaciju 

3 (2* — s) s 

y ]/x 2 + (s — x) 2 2 
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te tada y ima minimum jer je y" > 0. 

sto jc i trebalo dokazati. 

Mesihovid Behded, u£. 4. r. g. Mostar 

372. Dokazi analiticki , da je projekcija du- 
zine normale na provodnicu pripadne tocke kod 
cunjosjeka konstantna i jednaka poluparame - 
tru p! 

Kod parabole znamo, da je ta projekcija 
jednaka subnormal^ koja je konstantna i 
jednaka p. 

Ako je nutarnji kut medu provodnicama 
r i i r 2 tocka D(x ly yj) elipse jednak a, a 
duzina noimale DN = n y kvadrat projekcije te 

duzine na provodnicu r x (ili r 2 ) je n 2 cos 2 — . 

2 

r ° ■ n - - 
Kako je cosol = — 

dobivamo: 



= — 2) 2 + (? + 3) 2 = 

(P — 7 ) 2 + (tf + 2) 2 = (p — 6) 2 + (f + 1)2, 



ki dajo 6* 



/14 10\ 

l s' 5 T/ : 



polos a pa je — J/65. 



^i 2 + 



-4e* 



2r x r 2 



cos 2 — = 



1 + aw a __ (r x + r 2 ) 2 — 4e 2 



* 2 



2 2 
Produkt je 



4^ 



- e 2 *, 



a 2 a 2 

a 4 — a 2 *! 2 + 6 2 *, 2 



a 2 ( a 2 ^ 2 _^^ 2 ) + ^2 ^ ^2 * 4^3 



a 2 6 2 



a 2 6 2 



Stoga je 



6 2 






a 2 6 4 



•i-a + & 4 *i 2 * 

\ 

— 0) 



to je 
2 + a 4 3>i 2 



i prema tome 



oc Z? 4 

W 2 cqs 2 — =_-== />2 ? j stQga nCQS = p 

Slicno za hiperbolu. 

S’. S-fca. 

373. Poisci enacbo sto zer nice, ki ima za zarisce 
tocko F (0, 0),, premice : t x = 2x — 3v — 13 = 0, 
t 2 = lx — — 53 = 0, r 3 = 6* — 3 ;— 37 = 0 

pa so njene tangente. 

Nozisce normal iz F na t l9 t 2 , t 3 so tocke: 
Ti (2, — 3), T 2 (7, — 2), T 3 (6, — 1) 
krog, ki gre skozi te toflke, je glavni krog 
stozernice. Sredisce *S (/>, q ) dobimo iz enacb 



Razen tega je linearna ekscentricnost 
e = FS = ~ ^296 . 

Ker je e > a imamo torej hiperbolo. Enacba 
stozernice je v polarnem sistemu, kjer je pol 
F in os a: polarna os, os a krivulje pa tvori 
z 70 kot <p 0 : 

P' 

r = (i) 

1 — e cos (9 — <p 0 ) v 

p' je polparameter, s pa numericna ekscen- 
tricnost. To enacbo lahko transformiramo na 
kartezijeve koordinate. Najprej je 

✓ n x y . 

cos (9 — 9 0 ) = — cos 9 0 + — sm 9 0 = 
r r 

1 

= — (px + qy) y ker je 
er 

q p 

sm 9 0 == — , cos 9 0 = — . 
r r 

Enacba (1) je potem 

r 2 a 2 = [ap' — ( px + qy )] 3 ; r 2 = x 2 + y 2 . 

Cc sedaj za a y p in q vstavimo gornje vred- 

77 

nosti, za ap' = b 2 = e 2 — a 2 — — , dobimo 
enacbo : 

65 ( x 2 + y 2 ) — (— 14* + 10y + 77) 2 = 0 
ali 

131x 2 + 35y 2 — 280x3; — 2156* + 

+ 154&3; + 5929 = 0. 

To je enacba iskane stozernice. 

Jartez Lesjak, 3. r. g. Kocevje 

Napomena urednistva. Drugi dio zadatka 
moze se jos ovako rijesiti: posto smo nasli 

glavni krug konike sredi§ta S 



65 



/14 10\ . 

\3’ -T) 1 



polumjer a 2 = — i linearni ekscentricitet e — 

= y /296 i jer je e > a utvrdili, da je kri- 

vulja hiperbola, kojoj je imaginarna poluos 
77 

b 2 = e 2 — a 2 = — , odredimo pravce, u ko- 

jima su osi. To su 

73; + 5* = 0, 21* — 153; — 148 = 0. 
Jednadzba je hiperbole u koordinatnora 
sistemu (w, v) y sto ga cine nj ezine osi 

,2 _ ZZ 65 

3 9 3 ‘ 9 • 
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Kako je 

(21* — 15 y — 148) 2 (ly + 5:c) 2 

w2 9T74" ’ ® 74 3 

to je jednadfcba hiper bole 
77 (21* — 15 y — 148) 2 __ 65 (7 y + 5*) 2 = 

Y <T- 74 ~9 74 

_ 77 65 

~ T ’ 9 

ili, ako se sredi i onda skrati s 222, dobije se 
131x 2 + 35jy 2 — 280*3; —2156* + 1540^ + 

+ 5929 == 0 kao gore. 

374. Nacrtaj trokut, ako je zadano 
a + b = /, a — p = S i visina v a . 
Naputak: razmotri trokut ABD , gdje je 
BD = a + b. 

Uzmimo, di je ABC nacrtan; produSimo 
BC za b = CD i spojimo A s D. Dobivamo 
pomocni trokut ABD ; taj je odreden s 

BD = a + by v a i kutom BAD = 90° + — • 

Konstruirajmo najprije trokut ABD : nacr- 
tamo duzinu BD = a -h b i paraleiu s njom 
udaljenu za v a . Konstruirajmo dalje skup 

a — 8 .. 

svih vihova .kutova 90° H — > kojima kra- 

ci prolaze zadanim tockama B i D (pomocu 
pou£ka o kutu izmedu tetive i tangente). 




1 8 

SE = — tg — , to mora biti 

2 2 

8 1 . S 

, 1 - “T I 1 ""! 

8 " Za!, *“¥ s“ 



COS 



cos 



2 2 
imamo samo jedan trokut. 

Paar Vladimir, uc. 3a r 5. g. Zagreb 

375. Stranice trokut a cine aritmetiZku pro - 
gresiju, kojoj je diferencija jednaka d; poznat 
je omjer k povrline tog trokuta i povrsine 
pravokutnika, sto ga cine obje manje stranice 
trokuta . Kolike su stranice trokuta? 

Strane su trougla * — d, *, * + d. Povr- 
sina trougla prema Heronovom obrascu je 

Pt = ]/ s [s — (* — dj] [s — x][s — (* + dj ] , 

* — d + x-\-x + d_ 3 
=== 2 2 *’ 



Povrsina pravougaonika je P 2 = * (* — d ), te je 






= k, 



x (* — d) 

4 ( 7 —' ■**)-**(*—«• m 

/A _ X 2 + 2dk?x — d 1 = 0. 

Posto je * — d + x > x + d ili *>2 d, 
trebamo naci vrijednosti za k , za koje ce 
korijcni jednacine ispuniti uslov da su veci 
od 2d. 

Korijeni su veci od 2d ako je 1)^0, 
af(2d) > 0, af' (2d) < 0 t. j. D ^ 0 



(2d**) 8 + 4d 2 ^ + & 2 j ^ — k*j ^ 0 



za 



—L<,k ^ 4 -, 

2 2 



Na mjestu, gdje paralela sijece kruzni luk, 
nalaze se vrhovi A i A r , Nacrtajmo simetralu 
od AD, ona sijece BD u vrhu C tiazenog 
trokuta. Dobivamo dva trokuta, koji su su- 
kladni. Zadatak je moguc, dok je 

/ 

v a ^ r — SE, ili jer je SD = r = , 

_ o 
2 cos — 

2 



a f (2d) > 0 za 

— d 2 > 0 za k>~, 

af' (2d) < 0 za 



za 






/ 
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}/ 3 1 

Dakle za —j— < k < — oba korijena za- 
dovoljavaju; samo jedan korijen zadovoljava 

I/'T 

za a/ (2d) <0 t. j. za 0 < k < - — . . 

4 

Strane su 



x = 



16 (k 2 d + 3 | 1 — 4k 2 j 



x' = x — d. 



3 — 1 6k 2 

x ' = x -f- d. 

Dvizac Menail, 3 Am STS Mostar 



Rijesili zadatke iz 4. broja 

Andric Pero, 2. a r. g. Visoko, 363, 364, 

365, 371 (djel.) ; Azinovic Luka, 2 2 r. g. Mo- 
star, 364 (djel.); Cankar Ivan, 4. r. g. Skofja 
Loka, 364, 365, 367, 375 (djel.); Dvizac Ale- 
nail, 3 Am STS Mostar, 363, 364, 365, 366, 

367, 369, 370, 371, 374, 375; Fill Franjoj 2 4 
r. g. Sombor, 363, 364, 365, 366, 367; Furic 
Miroslav 3. a r. 1. g. Zagreb, 363, 364, 365, 

366, 367, 369, 371 (djel.); Indihar Stanko 
3. r. g. Kocevje, 363, 364, 365, 366, 367, 

368, 369, 370, 371 (djel.) 375; Kovacina Marko, 
3 2 r. g. Mostar, 363, 364, 365, 366, 367, 369, 
371, 374, 375; Lautar Franjo, 2. a r. g. Ko- 
cevje, 363, 364, 367, 374; Lesjak Janez, 3. 
r. g. Kocevje, sve zadatke; Bacek Vilko, 2. b 
r. 4. g. Ljubljana, 363, 364, 365, 366, 367, 

368, 369, 371, 374; Mesihovic Behded, 4. r. g. 
MostJi, sve zad itke; Paar Vladimir, 3. a r. 
5. g. Z.greb, 363, 364, 365, 366, 367, 368, 

369, 371, 374; Pohar Florijan, 2. b r. g. Kranj, 
363, 364, 368, 369, 370, 371, 374, 375 (djel.); 
SuljagiC Salih, 3. c r. g. »B. Ogiiz.« Zagreb, 

363, 364, 365, 367, 369, 371, 374, 375 (djel.); 
Simat Marko , 5. d r. 3. g. Zagreb, 364, 366, 
370; Eoedauoe JIa3ap, 2 X p. 8 oeorp. r. 363, 

364, 367 ; Benancuu /Ipaeo.uup, 2 a p. riiMii. 
Bpman, 363, 364, 365, 366, 367, 369, 371, 
374, 375; Byjoeuh Mu/ioiu, 4 3 p. r. HiiKumh, 
363, 364, 365, 365, 367, 368, 369, 370 QteJi.), 
371, 374, 375; rozuh Ceemo 3 ap, CBpiu. yr. i . 
HHKtuHh, 363, 364, 365, 375 ; JepeMuh Eu-vana, 
yn. r. „C. Ma P K.“, Hum, 353, 364, 365, 
366, 367, 375; Ka.tajpuh Munucae, 4 p. r. 
Hanan, 363, 364, 365, 366, 367, 368, 369, 
371, 374; Kupuh Muodpae, 4 3 p. r. 3pen>ainiH, 
363, 364, 365, 366, 367, 369, 374; JlyzoMupcxu 
Jlpaeocaae, 2 a p. 2 r. Kparyjenap, 363, 364, 

365, 366, 367, 369 ; Maeuoe Hnuja, 2 p. kji. 
r. „IJ. ^hmob« Cnonje, 363, 364, 365; Mn- 
jiamiiHoeuh C/io6odan, 4„ p. r. Cmca. I Iananio, 

363, 364, 366, 367, 368, 369, 375; Muuoecxu 
Pucmo, 3 kji. r. „U;r. JJhmob^ Cnonje, 363, 

364, 365, 366, 367, 371 (fleJi.). 375 (flen.); 



Hajdoea flymanm, 2 kji. r. EnTona, 363, 364, 
365, 366, 367, 369, 374; Hoeax Jleuc.bcauh, 
reo 2 TnTorpa/t, 367, 374; Ilaenoeufi B/iadan, 
CBpin. yn. r. CBeT03apeBo, 369, 370, 375; 
PIomoHHUK 3jiami<o, 1 pa3. 14 Georp. r. 363, 
367; Caeuh Padamno, 2 3 p. r. ApaHhejioBaq, 
364, 366. 

Pravodobno stigla rjesenja iz 3. broja 

Stojakovic Zoran, 2c r. g. »Sv. Mark.«, Novi 
S :d, 349, 354, 355, 362; UlaudynoecKu Cma- 
nam, 46 kji. r. »J. E. Thto«, Cnonje, 349, 
350, 351, 352, 354, 355, 356, 357, 360, 36 L 
362. 



D) Rjesenja zadataka iz fizike 

176. Amplituda jednostavnog harmonickog 
titranja je 30 an, a perioda 2s. U pocetnom 
casu t = 0, pomak je jednak s = 0. Kolike su 
numencke vrijednosti pomaka, brzine i akcele- 
raeije u casu t = 7712? * 

Krozna frekvenci je enaka:: 

2x 2 Ti 

o = -- = —— s^ 1 == tc rad s _1 . 

Fazni kot po casu: 



Potem je: 





180° 

= 30°. 

6 



1 1 /■a 

Ker je sin 30° = — -, a cos30° = _ } 

2 2 

sledi potem za pomik (s), hitrost (v) in po- 
spesek (a) : 

s = A sin co t = 30 • — = 15 cm 

2 

^ = coH cos cor = tv • 30 • j/~3/2 = 81,48 cm s -1 
a = co 2 5 = re 2 • 15 = 148 cm s~ 2 . 



Stanko Indihar , 3. r. g. Kocevje 

177. Uzimamo vodu iz dva spremnika, od 
kojih jedan ima temperaturu 27 °C, a drugi 
67 °C. Koliko kilograma vode treba uzeti iz 
jednoga , a koliko iz drngog spremnika 3 da hi 
dobili 40 kg vode temperature 42 °C? 

Prema Richmannovom pravilu dobivamo 
izraz za temperatutu smjese: 



m x c x t x + ni 2 c 1 1 2 
m 1 c 1 -f m 2 c 2 • 

Iz zadanih velicina (c = 1 za vodu) dobi- 



vamo jednadzbe: 



42 = 27 m 1 + 6 7 



m x 



tn l + m z = 40. 






odnosno 
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Iz te dvije jednadzbe izracunamo: m x = 
= 25, m 2 = 15. Treba dakle uzeti 25 kg vode 
temperature 27 °C i 15 kg vode temperature 
67 °C, da dobijemo 40% vode temperature 
42 °C. 

Marijan Halvaks , 3. r. g. Slav. Pozega 

178. Titrajni krug ima koeficijent samoin- 
dukcije 0,08 mH i kapacitet 10 -3 [xF. Koliki 
kapacitet treba ukljuciti serijski u taj krug , da 
rezonantna frekvencija bude 660 kHz? 

Rezonantna frekvenca je enaka lasni frek- 
venci nedusenega nihajnega kroga: 

1 !_, 

Jr — 77 - — : Jo • 

2n\L • C 

Izracunajmo koliko kapaciteta mora imeti 
kondenzator, da dobimo frekvenco 



f r = 600 kHz. 

1 



c — 



= 730 pF. 



4 7z 2 L f r 2 

Po zakonu o serijskem spajanju konden- 
zatoijev 

1 1 1 

— = — H jo 

c c 2 

730 pF • 10 3 pF 







Cl — c (1000 — 730 )pF 



= 2,7 • 10 3 pF, 



ki je c kapacitet* po vezovi, c x kapaciteta 
pred vezovu, a c 2 kapaciteta kondenzatorja, 
ki ga moramo serijski vezati. 

Franjo Lautar, 2. a r. g. Kocevje 



179. Izmjenicna struja koja se mijenja po 
zakonu i — 3 cos 450 t ampera , grana se u tocki 
A u dvije grane . Jedna grana ima otpor 60 Q, 
a druga 40 il. U tocki 13 grane se ponovno 
sastaju. Kolika se energija pretvori u toplinu 
izmedu tocaka A i 13 u vrijeme jedne periode? 

Celoten upor R rued tockama A in B je 
dan z 



R = - 



Rj • R 2 60 • 40 



Q = 24 Q . 



R ! + R 2 60 + 40 
Efektivna jakost toka je 

let = I„if2 = 3/1/2 A; 



cas ene periode pa je 



2 t: 

r = 5 = 0,014 s 

450 



in energija ki se spremi v toplotu pa: 

Q = J 2 et . R . t = A 2 24 Q • 0,014 s = 1,51 J. 
z 

Janez Lesjak , 3. r. g. Kocevje 

180. Dijapozitiv ima 400 cm 2 i treba ga 
proicira i na platno 3 koje Una oblik slica?i di - 
japozitivu , a povYsinu 9 m 2 . £/ koju udaljenost 



od dijapozitiva treba staviti objektiv projek- 
cionog aparata , afto 7 ’e zaribia daljina objek- 
tiv a f = 30 cw ? 

Povrsini slike in dijapozitiva sta v raz- 
merju kvadratov njihovih stranic; razmeije 
teh, pa je povecava slike n . 



6 | 7 9 • 10 4 

« = — = , -= ■ : 

K4 • 10 2 

6 = 15a 
Enacba lece je 

1 1 1 

T + y- 7 
1 1 _ 1 
a ^ 15a 30 

a = 32 cm. 
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Objektiv moramo postaviti 32 cm pred dia- 
pozitiv. 



Fraud Dogovcic , 3.b r. g. Breizice 



Rijesili zadatke iz fizike iz 4. broja 

Andrid Pero 3 2. a r. g. Visoko, 177 ; Bogovcic 
Fraud, 3. b r. g. Brezice, 177, 180; Halvaks 
Marijan , 3. r. g., Slav. Pozega, 177; Iudihar 
S tanko, 3. r. gimn. Kocevje, 176, 177, 180; 
Lautar Franjo, 2. a r. g. Kocevje, 176, 177, 

178, 179 (djel.), 180 (djelom.); Lesjak Janez , 
3. r. g. Kocevje, 176, 177 (djel.), 178 (djel.)> 

179, 180; Paar Vladimir „ 3. a raz. 5. gimn. 
Zagreb, 177 ; Kupuh Muodpae, 4 3 p. r. 3pe- 
ibaHHH, 177; BenancKU JJpazo, 2 a p. thmh. 
Bpinai*, 176 (aeji.)* 177, 180 (acji.). 



Vjezbe za ucenike gimnazija — 
Poceci nacrtne geometrije 1 

I. Uvod 



1. METODE I ZADACA NACRTNE 
GEOMETRIJE 

(nauka o projiciranju) 

Geometriju dijelimo na dva glavna di- 
jela, i to na ravnu geometriju (plani- 
metriju) i na prostornu geometriju (ste- 
reometriju). 

Ravna geometrija obraduje svojstva i 
odnose ravnih likova a u prostornoj geo- 
metriji obradujemo likove, koji po volji 
leze u prostoru. 

1 Kako ce se podevsi od skol. god. 1960./61. uditi 
nacrtna geometrija u gimnazijama, donosit cemo ove i 
slijedece godinc u nastavcima prve eiemente te geome- 
trije da se ucenici mogu postepeno spremati za taj studij 
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Likovi ravnine mogu se prikazati u 
pravom obliku, a sve konstrukcije o 
njima izvodimo direktno. Prostorni likovi 
ne mogu se nacrtati u prostoru niti se 
mogu na njima izvoditi konstrukcije. 
Trebalo bi praviti modele. Zbog teskoca 
oko toga trazile se metode koje bi mo- 
dele nadomjestile crtnjom u ravnini i 
nadene su takve metode. Pomocu tih me- 
toda mogu se prikazati u jednoj ravnini 
ne samo postojeci predmeti (n. pr. zgrade, 
strojevi, mostovi i dr.) nego i zamisljeni 
predmeti, koji se dadu onda i naciniti 
prema crtezu. 

Nauka koja nas uci te metode je na- 
■crtna (deskriptivna) geometrija ili na- 
uka o projiciranju. 

Metoda nacrtne geometrije sastoji se 
u projiciranju prostornih oblika na rav- 
nmu (latinski: projicere = prometnuti, 
prebaciti). Imamo tri vrste projiciranja 
i to: 

a) centralno projiciranje; b) pravo- 
kutno projiciranje; c) kosokutno proji- 
ciranje. — Pravokutno i kosokutno pro- 
jiciranje zovemo jednim imenom i pa- 
ralelno projiciranje. 

a) Centralno projiciranje (ili perspek- 
tivno preslikavanje) (si. 1). Cvrstu tocku 
prostora (centar) C spajamo sa svakom 
tockom predmeta (A i B) i odredimo 
piobodiste tih spojnica s nekom cvrstom 
ravninom U; probodista A c i B c su cen- 
tralne projekcije tocaka s obzirom na 
centar C, a ravnina slike je IT. 

b) Pravokutno (ili ortogonalno) proji- 
ciranje (si. 2). 




Iz neke tocke A prostora povucemo 
okomicu na neku cvrstu ravninu II ; 
probodiste te okomice A' je pravokutna 
projekcija tocke A na ravninu II. To 



isto vrijedi i za ostale tocke prostora 
B, C it. d. 

c) Kosokutno (ili klinogonalno) proji- 
ciranje (si. 3) 

U ovoj projekciji kroz tocku A pro- 
stora povlacimo kos pravac prema rav- 




nini II — pod kakvimgod kutom a. Taj 
kut ostaje za cijelo projiciranje isti. — 
Probodiste kosog pravca s II je A i to 
je kosa projekcija tocke A na ravninu 
IT uz kut a. — Vrijedi isto i za to5ke 
B, C. i t. d. 




a) 




b) C) 



SI. 4. 



u slici 4. prikazan je isti predmet 
(vez drvene grade) u sve tri metode pro- 
jiciranja. — Vidi se odmah da je per- 
spektiva (si. 4a) plasticna (zorna), orto- 
gonalna projekcija (si. 4b) nije plasticna 
toliko ali daje mjere (metricna je), dok 
je kosa projekcija (si. 4c) neka sredina 
izmedu prve dvije. 

Osnivac nacrtne geometrije Gaspard 
Monge (1798 god.) oznacio je njen zada- 
tak ovako: 

»Prvi je cilj prikazati tocno crtnjama, 
koje imaju dvije dimenzije odnose obje- 
kata, koji su trodiomenzionalni i koji se 
mogu strogo definirati. 
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Drugi je cilj izvesti iz egzaktnih pro- 
jekcija tjelesa sve sto nuzno izlazi iz 
njihovih oblika i polozaja; u tom je 
smislu posao nacrtne geom. i traziti 
istinu«. 

Nacrtna geometrija je matematski 
predmet samo sto je zbog premnogih 
upotreba u praksi bila teoretska strana 
zanemarivana. — Danas ona ima puno 
i prakticno i teoretsko znafcenje. 

2. OBILJE2AVANJE ELEMENATA 
U NACRTNOJ GEOMETRIJI 
Elementi prostora su tocka, pravac, 
ravnina, iz njih postaju druge tvorevine: 
kut, ravni lik, krivulja, povrSina, tijelo. 
— Elemente oznacujemo slovima a uz 
projekciju mece se isto slovo s osobitim 
znakom n. pr. za tocku A stavljamo A c> 

A', A i t. d. 

Projekcijom i oznakama opisujemo 
prostornu tvorevinu i zato se ova nauka 
zove i deskriptivna geometrija (latinski 



moguc. — Stalno treba usporedivati ono 
§to se 6ita s onim sto je nacrtano i to 
vidjeti. Vise se gleda nego li u£i. Nacrtna 
geometrija je kao i ljepota prirode koja 
sto je vise gledamo to je vi§e volimo i 
upoznajemo. 

II. Ortogonalno (pravokutno) projiciranje 
na jednu ravninu ili kotirana projekcija 

1. Projiciranje to6ke. Ako iz neke to6- 
ke A prostora (si. 5) spustim okomicu na 
osnovnu ravninu II i noziste okomice 
oznacim s A' to noziste je pravokutna 
projekcija tocke A na ravninu II. — Sa- 

A 



A'(5> 1 / 



B 





descriptio — opisivanje). 

Tocke prostora biljezimo velikim latin. 
slovima n. pr. A, B, T i t. d. a njihove 
projekcije A c , B c , T c ili A' B' T' ili A, B, 
T, i t. d. 

Pravci se biljeze malim latinskim slo- 
vima p, a, b,’ njihove projekcije p c , a c , 
b c ili p\ a' b' ili p", a", b" i t. d. 

C Ravnine i oble povrsine biljeze se ma- 
lim ili velikim grfikim slovima: a, 0, v, 
T, A, 4* i t. d. 

Tvorevina koja nastaje iz dva ele- 
menta (kao produkt) moze se u tuma- 
Cenju poblize oznaiiti slovima tih ele- 
menata, tako na pr. [p, a] znaCi probo- 
di§te pravca p s ravninom a) [r, s] znaCi 
ravninu kroz dva pravca (koja se sijeku) 
i t. d. 

3. NAPOMENA ZA UCENJE NACRTNE 
GEOMETRIJE 

Nacrtna geometrija je progresivna na- 
uka t. j. u njoj se od jednostavnijeg po- 
lazi neprestano naprijed u sve zamrsenije 
probleme. Za to u svakom i najsitnijem 
pitanju treba nastojati oko §to jasnijeg 
poimanja. Ako se tako ne postupa napre- 
dak na kasnijem stepenu ne ce biti lako 



SI. 5. 

mom projekcijom A' nije odredena i toC- 
ka A u prostoru. Trebamo da uz A' na- 
pisemo i daljinu tocke A od ravnine t. j. 
A' (5). — Ta daljina zove se kota a 6i- 
tavo projiciranje kotirano. — ToCka B 
je ispod ravnine i ima negativnu kotu 
dok tocka C je u ravnini II i njezina 
kota je 0. 

2. Projiciranje duzine. — Pravac. Du- 
2ina MN imat ce za projekciju duzinu 
M'N'. — (si. 6a). 




Duzina MN i projekcija M'N' odreduju 
trapez M'N'NM. — Taj se trapez moze 
oko stranice M'N r prevaliti u II (si. 6b). 

Na prevaljene okomice na projekciju 

uM'iW' prenesemo kotu 2 od M', a kotu 
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5 od N' i dobijemo tocke M»1V° koje spo- 
jene daju pravu velicinu duzine MN. 

Produzimo li duzinu MN preko krajeva 
imamo pravac. — Projekcija pravca je 
pravac. — Gdje se sijeku pravac i pro- 
jekcija tamo je probodiste pravca s rav- 
ninom IT. U si. 6b vidi se prava velicina 
kuta priklona pravca s ravninom n. 




VjeSbe: 1 . Kad je duzina u prostoru 
potpuno odredena? 2. Je li projekcija du- 
zine veca ili manja od duzine u prostoru? 
3. Kad se duzina projicira u pravoj ve- 
licini? 4. Kad se duzina projicira kao 
tocka? 5. Istostran trokut (a = 3 cm) je 
projekcija trokuta u prostoru s kotama 
(2) B (5) C'(3) ; naci mu pravu velicinu. 
3. Graduiranje pravca (si. 7). U slici su 
prikazane dvije duzine OA i OB raznih 
nagiba prema II. — Tocke A i B imaju 
jednaku kotu 4. — Nademo projekcije 



na projekciji ima odredenu cijelu kotu 
0, 1, 2, 3, 4. — Kote dviju susjednih to- 
£aka razlikuju se za jedinicu. — Dobiveni 
dijelovi na projekcijama su razlicni sto 
ovisi o nagibu pravca. Kazemo da je pra- 
vac tim postupkom graduiran; dijelovi 
u projekciji zovu se intervali. — Ukratko: 
graduiranje je oznacivanje na projekciji 
pravca onih to£aka koje imaju cijele ko- 
te. Projekcija neomedena pravca, koja je 
graduirana odreduje potpuno pravac u 
prostoru. U si. 7b naden je prelog pra- 
vaca OA i OB u ravninu crtnje. 

Vjezbe: 1 . Kakve intervale imaju pa- 
ralelni pravci? 2. Kakve interale imaju 
medusobno okomiti pravci? 

4. Odredivanje ravnine. U teoretskim 
zadacama ravnina moze biti odredena 
s odredbenim elementima (3 tocke, toc- 
ka i pravac ili 2 pravca). — Za prak- 
ticne zadace ravnina nam je odredena 
priklonicom p (graduiranom). U si. 8a) 






duzina OA' i OB'. — Duzine projekcija 
podijelimo na toliko jednakih dijelova 
kolika je razlika kota njihovih krajnjih 
tocaka (ovdje 4). — Svaka djelisna toCka 



prikazana je ravnina q. Njezina presjeC- 
mca s II je r, i zove se trag ravnine 
(osobiti pravac u ravnini). Pravac u 
ravnini o koji je okomit na trag ravnine 
7i zove se priklonica ravnine. — Njezina 
projekcija je okomita na r x . — si. 8b 
pnkazuje projekciju priklonice. Okomito 
na nju kroz cijele kote idu projekcije 
presjecnica ravnine s horizontalnim rav- 
ninama u visini cijelih kota, i zovu se 
sutraznice ili linije jednakih visina ili 
slojnice. Kroz kotu 0 ide trag ravnine. 

Nije utvrdeno, gdje ce se poceti s gra- 
duiranjem priklonice (i pravca uopce). 
Uzimljemo onaj dio koji nam treba ili 
koji jo zadan. Graduiranje je zadano 
jednim intervalom i kotama njegovih 
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krajnjih tocaka ill kotama dviju kojih 
god tocaka projekcije pravca. 

Zadoci: 

1. Nadi presjeinicu ravnina a i P. — 
Ravnina a zadana priklonicom a' a P sa 
t/ — U tofikama 2 i 3 postavim okomice 
(sutraznice ili slojnice) na svaku priklo- 
nicu. Gdje se sijeku slojnice istih bro- 
jeva to su tocke presjecnice zadarnh 
ravnina. (SI. 9). 




ravninu 0 u ravninu II oko r,. U 
sjecistima n s krivuljama jednakih vi- 
sina ili niveau krivuljama dignemo oko- 




mice i na njih nanesemo odgovarajuce 
kote. Ako dobivene tocke spojimo dobi- 
vamo profil ove uzvisine (terena ill ze- 
mljista). b) ravni presjek uzvisine rav- 
ninom e. U si. 12. zadana je projekcija 
neke uzvisine niveau-krivuljama 0, 1, 



2. Na6i zajednic ku tocku t riju ravnina 
a, P i y. (SI. 10). Ponovimo postupak iz 
si. 9 za ravnine aP, av i Py- — Sve tn 




sjecisnice prolaze tockom U koja je za 
jednicka za sve 3 ravnine. 

3. Zadace iz primjene kotirane pro- 
jekcije. a) profil terena (zemljista) (si. 
11). U si. 11. prikazana je na terenu 
(zemljistu) jedna uzvisina. Presijecimo 
uzvisinu vertikalnom ravninom o- Ona 
sijece ravninu II u tragu n. Prevalimo 




2, 3 i ravnina o svojom graduiranom 
priklonicom p i tragom r x . Svakom dje- 
lisnom tockom na p' moze se poloziti su- 
traznica. One ce biti iste visine, s jednom 
od niveau krivulja. Sutraznica sijece 
niveau-krivulju u 2 tocke koje su na 
uzvisini i u ravnini q. Ucinimo li to sa 
vise sutraznica i presjecne tocke spojimo 
dobivamo projekciju one krivulje u ko- 
joj ravnina Q sijece uzvisinu. 

III. Ortogonalno projiciranje na dvije 
ravnine 

1. Objasnjenja. Kod projiciranja na 

jednu ravninu treba nam osim projekcije 

tocke i njezina kota da je potpuno od- 

0 
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redimo u prostoru. — Ovom projekcijom 
predo£eni predmeti nisu pregledni. — Da 
se tome doskoci uvedeno je projiciranje 
na 2, 3 ili vise ravnina. — DosadaSnja 




— Zadaje se ovako A (3, 3, 4). — Prvi se 
broj nanosi po osi x od pocetka O (koji 
se uzimlje po volji ali onda za istu sliku 
ostaje do kraja) i to desno pozitivno a li- 
jevo negativno. Drugi broj nanosimo po 
osi y i to (od osi x) dolje pozitivno, gore 
negativno a treci broj ide po osi z (od 
osi x) i to gore pozitivno, a dolje nega- 
tivno. 

Vjezbe: 1 . Koji polozaj u prostoru ima- 
ju to£ke P, Q, R, S, T, G i H, K i L (u 
si. 15)? 2. U si. 14b sto znaci A (3, 3, 4) 
i sto nam to omogucuje? 3. Nacrtaj pro- 

jekcije ovih tocaka: A{ — 4, 4, 5) B (3, 

3, 5) C (4, 2, —4). 



ravnina projekcija je horizontalna i zo- 
vemo je II lt a druga ravnina, koju uvo- 
dimo je vertikalna i biljezimo je s 11,. — 
Sijeku se u osi x. Dijele citav prostor na 
4 kvadranta (vidi si. 13). — Ravninu II, 
okrecemo oko osi x dok ne padne u II, 
i onda imamo ravninu crtnje. 



R?R\S" G\H" 



p 




R' 


< 


,T' 




■k" 

X 


P'P" 

qJ 


Q' 

< 

Q' 


■S' 


T' ^ 


H' 

g'k' 


L" 

L' 




SI. 15. 




SI. 14.b 



3. Ortogonalne projekcije todaka koje- 
su u raznim kvadrantima. Projekcije to£- 
ke svakog kvadranta nemaju isti polozaj 
prema osi x. — U si. 16a je to£ka A u I.„ 
B a II., C u III. i D u IV. kvadrantu. 

Dobili smo na isti nacin kao u si. 14. 
projekcije tih to£aka na IIx i n 2 . — Tlo- 
crti su im A' B' C' i D' u n/a nacrti 
■A , B , C . D" u 11 ,. — Kada zaokrene- 
mo Ili oko osi x u II, (kako kazuju 
strijelice na lukovima) onda u II, nastaje 



2. Ortogonalna projekcija todke (si. 14). 
Zadana je kotirana projekcija A'( 4) na 
n i- Postavimo n, i projiciramo A u A" 
okomicom na II, (druga projekcija ili 
nacrt). (SI. 14a). — Ako zaokrenemo IIj 
oko osi do II, onda A' dolazi na okomicu 
A M osi x (vidi si. 14b). — Nastaje slika 
ortogonal. projekcije tocke na dvije rav- 
nine i A (vertikalna ili druga projekcija 
ili nacrt) s A' (horizontal, ili prva pro- 
jekcija ili tlocrt) leze u okomici na os x. 

Dalje vidimo da je tocka A u prostoru 
odredena sa 3 broja (3 = x, 3 = y, 4 = z). 




SI. 16. a 
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slika 16b). Iz nje vidimo da projekcije 
todke imaju ovaj polozaj prema osi x: 
ako je tocka u I. kvadrantu (A) tlocrt je 
ispod osi x a nacrt nad x, ako je todka 
u II. kvadrantu (B), tlocrt je iznad osi x 



, 0 ' 




SI. 16.b 



i nacrt nad x, ako je todka u III. kva- 
drantu (C) tlocrt je iznad osi x a nacrt 
ispod x, ako je todka u IV. kvadrantu 
(D) tlocrt je ispod osi x i nacrt ispod x. 

4. Ortogonalna proje} ccija duzine (si. 17) 
Projiciramo li krajnje todke duzine AB 
na II i dobivamo A' i B' Duzina A'B' je 
tlocrt duzine AB. Isto tako i duzina A B 




je nacrt duzine AB a dobivena je okomi- 
cama AA" i BB". Uzmemo li na duzini 
AB tocku T onda ce T' biti na A'B' a T' 
na A"B". Ako ujedinimo n x sa n 2 u 
ravninu crtnje dobivamo si. 17b). 

5. Prava velicina duzine (si. 17). U si. 
17 a) vidimo trapeze AB B"A" i AB B'A'. 
Ove trapeze mozemo oko projekcija du- 
zine prevaliti i to prvi oko d" u II 2 , a 



drugi oko d f u Hi. Time demo dobiti pra- 
vu velidinu duzine. — Mi smo nacrtali u 
A" i B" okomice na d" i na njih prenijeli 




KA' i LB' i dobili A 0 i B q Sto daje d 0 a 
to je prava velicina duzine AB. Trapez 
AB B'A' nismo uzeli nego smo umjesto 
njega u slid uzeli diferencioni trokut 
AFB sto malo skracuje posao. Produzimo 
li duzinu preko krajnjih tocaka nastaje 
pravac. 

Vjeiba: 1. Kako bi odredio kut priklo- 
na duzine prema II i i II 2 ? 2. Da li tocka 
T' dijeli A'B' i tocka T" duzinu A"B" po 
istom omjeru kao T sto dijeli duzinu AB? 




si. 18. 



6. Projekcije neomeden a pravca (si. 18). 
Ako u ravnini nacrtamo pravac p' i pra- 
vac p" to su ortogonalne projekcije od- 
redena pravca u prostoru na II t i II 2 . 



46 



On je presjecnica ravnine kroz p' oko- 
mite na II j i ravnine kroz p" okomite na 
n 2 . — Pravac moze biti sadrzan samo u 



HI ,11- i I., r u III, IV. i i.) po £emu se 
to vidi i nacrtaj jog neltoliko takvih pra- 



moze se protezati najvise kroz 3 kva- N 

dranta. 

Pamti: pravac prolazi prvim kva- 


i 

p> 


> 




in 


(V 


1 . 


drantom onim svojim dijelom kojega je 
piva projekcija ispod osi x a druga iznad 
< osi x: U drugom kvadrantu je onaj dio 




VI 


H 


fe' - 

I ^ 




V* 



1 '-to*-* p'i.VJClY- 

cija iznad osi x; kroz treci kvadrant ide 
onaj dio pravca kojemu je prva projek- 
cija iznad osi x, a druga ispod osi x; u 
cetvrtom kvadrantu je onaj dio pravca 
za koji su i prva i druga projekcija ispod 



OSI x . 






d' 

I B' 

SL 19. 






Vjezba. 1. Kakav polozaj ima pravac 
a, b, c, d, e, f, g i h u prostoru prema 
ravninama projekcija? (si. 19). (Odgovor: 
“ I n 1; b r n 2 , c j| x, d ± n lt e± n,, 




n, — 



f U ravnini ± x, g u IIj h u 
2. Kakav je odnos'projekcija tocke i pro- 
jekcija pravca ako tocka lezi na pravcu 
< A ) i ako ne lezi (B, C i D) (si. 20). 3. U 
si. 21 prikazani su pravci koji se protezu 
kroz 3 kvadranta; (p u IV, I. i H, q u 



Si. 21. 

vaca pa odredi kvadrante kroz koje pro- 
laze? 

Pazi: pravac je sadrzan samo u jednom 
kvadrantu ako je paralelan s osi x, a 
prolazi kroz dva kvadranta, ako je pa- 
ralelan samo sa Hj ili samo sa IT 2 . 

7. Dva pravca. — Paralelni pravci (si. 
22a) imaju i projekeije paralelne t. j. 
a j O' i a b". — UkrSteni (si. 25b) 
imaju sjecista prvih projekcija (S') i S je- 




Sl. 22. 

cista drugih projekcija (S") u okomici 
(istoj) na osi x. Mimosmjerni pravci 




nemaju sjecista prvih i drugih projekcija 
u jednoj okomici na x. 
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VjeZba: 1. Zasto vrijede navedena pra- 
vila? 2. Sto odreduje 2 paralelna ili 2 
ukrstena pravca u prostoru? 

8. Probodista pravca s III i II 2 . (si. 23). 
Pravac je odreden sa 2 tocke. O^o- 
bite tocke pravca su njegova probodista 
s Hi i n 2 i cesto nam dobro dodu. 

U si. 23a) prikazana su prostorno probo- 
dista Pi (s III) i P 2 (s n 2 ) pravca p. Od- 
redene su projekcije Pi" i P/- Ujedinimo 
li IIj s n 2 u ravninu crtnje dobivamo 

si. 23b). 

Vidimo: gdje p' sijefie os x tamo je P 2 
(prva projekcija drugog probodista), a u 
okomici na os x je P 2 " (u sjecistu s p ) 
i gdje p” sijece os x tamo je Pi" (druga 
projekcija prvog probodista) a u okomici 
na os x je P/ (u sjecistu s p') — Tako se 
traze probodista pravca s Hi i II 2 rz 
projekcija pravca. 

Kako je Pi' = Pi, P" = P 2 , moze se 
pisati Pi mjesto Pi', a P 2 mjesto P 2 ": 




Vjezbe: 1. Odredi oba probodista ovih 
pravaca: A (3, — 1, 3) B (5, 1, 1), M ( 2, 

_ 3j i) 1 v (i, — 2, 3) 2. Kakav polozaj 

imaju u prostoru tocke: R (2, 3, 3) S 

2 , 2) T (3, 5, — 5) a onda jos tocke 

U (1, —2,-2) V (2, —1, — D? 3. Za- 
dana je duzina A (3, 2, 5) B (5, 6, 7) naci 
pravu velicinu. 

9. Prikloni kut pravca s II 1 i II 2 . (si. 
23). U slici 23a oznaceni su prikloni ku- 
tovi a (s no i P (sa II 2 ). — Prave veli5ine 
tih kutova dobivene su u si. 23b) preva- 
ljivanjem trokuta P'i P" 2 P'2 oko p' u III 
i preval j i van j em trokuta P\ P" 1 P" 2 oko 



p" u II 2 . Prvi put smo dobili priklon s II 1 
(a) a drugi put priklon s n 2 (P). — Osim 
toga dobili smo svaki put i pravu veli- 
cinu (p 0 ) dijela pravca izmedu oba pro- 
bodista. 

U slijedecem broju donijet cemo veci 
broj izradenih zadataka u svrhu lakseg 
shvacanja osnova nacrtne geometrije. 

prof. Dragan Mutabzija 



Rjesavanje iracionalnih 
nejednadzbi 

Razmatrajmo iracionalne nejednad^be oblika 

n n , 

/(*)>/*(*) 1 /(*)<!'«(*)• 

Kod rjesavanja tih nejednadzbi treba raz- 
likoviti dva slucaja: 

1. n je neparno, 2. n je parno. 

Ako je n neparno, rjeSavanje je lako. Obje 
strane treba dici na n-tu potencij t, pa se 
dobivaju ekvivalentne nejednadzbe 

f n (x) > g(x) i f n (x) < S (*)• 

Na primjer: 

3 

— 2 > y x* — 5x 2 + 12 
x 3 — 6*2 + 12x — 8 > x 3 — 5x 2 -r 12 
— . x 2 + 12jc — 20 > 0 5 
_ \2x + 20 < 0, 

ispunjeno za 2 < x < 10. 

2. n je parno. Uzmimo najprije nejed- 
nad^bu 

n 

fix) > V gix). 

Prije svega mora gix) bid pozitivno: ta- 
koder mora fix) bid pozitivno; u tom slu- 
caju mogu se obje strane dignuti na n-tu 
poteneiju, sto daje f n (x) > g ix). 

Na pr. neka se rijeli nejednadiba 

x — 3 > Vx* — 5x + 4. 

Ta je nejednadzba ekvivalentna ovim trima. 
1 . x 2 — 5x + 4 > 0, 2. x — 3 > 0. 

3. (x — 3) s > x 2 — 5x + 4. 

Iz prve izlazi — 00 <x<l, 4<x< °°> 
iz drage x > 3, iz trece x 2 — 6x + 9 > x 2 — 
_ 5x + 4 ili — x + 5 > 0, x < 5. Ukupno 

je rjesenje 4 < x < 5. 

Uzmimo sad nejednadibu 
n 

fix) < V7&)- 



/ 
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Toj se nejednadZbi mo Ze zadovoljiti na 2 
nacina: ili je £(x)>0 i/(x)<0 ili £(x)>0 
i /(*) > 0 i /”(x) <g(x). 

Na pr. x — 2< ^ — 12 . 

Mora biti x — 2<0 i x 2 — x_i2>0 

t. j. x < 2 i x < — 3, x > 4; ukupno x < 

<— 3; ili x — 2 > 0, x 2 — x— 12 >0 i 

(* — 2) 2 < x 2 — x— 12 t. j. x>2, x<— 3, 

A . 16 16 
^ > 4 1 x > — ili ukupno x > 

3 - 3 

KonaCno je nejednadzbi udovoljeno za 

x < — 3 ili x > — . 

3 

Primjeri. 1. Neka se rije§i nejednadZba 
V2x — 3 — /x — 5 < 4. 

Mora biti x > 5. Imamo 
/2x — 3 < 4 + 

2jc — 3 < 16 + 8 j/x — 5 + x — 5 
* — 14 < 8 |/x — 5. 

Mora biti x — 14 < 0 t. j. ukupno 5 < 
<*< 14. Ili at— 14 >0, x — 5>0, (at — 
14)- < 64 (x — 5). Iz posljednje nejednadZbe 
izlazi x 2 — 92x + 516 < 0 ispunjeno za 6 < 

< x < 86. Posljednji uvjet ispunjen za 14 < 

< x < 86. Iz prvog i drugog uvjeta izlazi . 
5 <x < 86. 

2. Neka se rije§i nejednadZba 

]/x + IO — Yx — 2 > j/3x — 2 . 

Imamo 

Vx + 10 > [/x — 2 + j/3x — 2 . 

Mora biti 

* — x ^ 2, x ^ — t. j. x 2^ 2. 

Kvadrirajmo; izlazi 

•^ + 10 > x — 2 + 2 |/3x 2 — 8x + 4 + 3x — 2 

ili — 3x + 14 > 2 /sx’^Sx^Ti. 

Mora biti 14 — 3x > 0 ili x < — 

3 ' 

Kvadrirajmo iznova: izlazi ' 

9x 2 — 84x + 196 > 4 (3x 2 — 8x + 4) ili 
3x 2 + 52x — 180 < 0 
ispunjeno za —20,29 ... < * < 2,96 . . . 

Na koncu treba da rijesimo sistem 

x ^ 2, x < ^, —20,29 . . . < * < 2,96 . . . 
Rjesenje jest 2 ^ x < 2,96 . . . 



Za svakog ucenika 

» Veliki « jedan puta jedan 

Vrl° cesto se dogada da uCenik mnoZeii 
brojeve od 11 do 19 lako £ini greske, a u 
radu utrosi dosta vremena. Nije to samo po- 
java kod ucenika osnovne gkole, vec isto tako 
Cesto i u srednjoj Skoli. Ima slucijeva da se 
u£enik hvata i logaritamskih tablica da bi 
zracunao 16 • 18. 

Svakako se ovome u osnovnoj Skoli, p a 
kasnije i u srednjoj §koli, ne posvecuje nuZna 
paZnja. 

Ove gkolske godme, pri predbiljeZbi u I. 
tazred jedne Zagreb £ke gimnazije vriena je 
anketa. Istini za volju nije anketa najavljena 
— a kako je vrsena nije bilo ni potrebno. 

Svakom je udeniku i uienici, koji je dogao 
da se predbiljeZi za upis u I. razred te gim- 
nazije re£eno, da £e na lieu mjesta polagati 
prijemni ispit. Odmah su i postavljena pi- 
ta 11 ^- Koliko je 16-12 i t. d. dakle samo 
»veliki« jedan puta jedan. 

Za£udo ni jedan u£enik ili ucenica, bez 
obzira na uspjeh u osnovnoj §koli, nije to 
mogao lako izracunati. Evo kako je vecina 
racunala: 10- 10 i 6-2 ili 16-10 i 6-2. Ne- 
kohko njih (9%) je to izracunalo utrogivgi 
vise od 5 minuta. Vecina je rekla da to moZe 
pismeno izracunati. Bilo je i suza i obecanja 
da ce to do poietka skolske godine »n u£iti«, 
Mislim da ne treba narocito isticati koliko je 
nuZno da ucenik to nau£i i uvjeZba vec u pe- 
tom razredu osnovne gkole da lako to ra£una. 

Poznato je da mnogi nasi ljudi, koji nisu 
polazili vise od cetiri razreda osnovne skole, 
znaju to lako izr,.£unati i to bag onako, kako 
bi to morali znati ucenici visih razreda os- 
novne gkoje, a jasno i srednje skole. 

Evo kako oni to jednostavno cine: 

16 - 14 = ri6 + 4) • 10 + 6 • 4 = 224. 

Jasno sve racuna u sebi. 

Ucenik visih razreda osnovne skole (vec 
a petom razredu to uci) treba da zna to i 
opravdati. To je jednostavno po osnovnim 
zakonima aritmetike: 

16 • 14 = 16 - (10 + 4) = 16 • 10 + 16 - 4 = 

= 16 • 10 + (10 + 6; • 4 = 16 • 10 + 10 • 4 + 

+ 6 • 4 = (16 + 4) • 10 + 6 • 4. 

Za praksu je potrebno pamtiti: Multipli- 
kandu , se pribroji jedinica mujtiplikatora — 
to pomnoZi s 10 [(16 + 4) 10] i tome se pri- 
broji umnoZ :k jedinica (multiplikanda i mul- 
tiplikatora) (6 • 4). 

UvjeZbaj ovo i sluZi se ovim — to ce ti 
olaksati mnogo u radu i znat 6eg »veliki« 
jedan puta jedan. prof. # 2 . 






MaTeMaTH* *iKa yKpuiTemma 

Mu.iucae Kanajvuh, yn. 4 p. i. l lanaK 

Y cBaKO KBaflpaTHO noJte He AOJia3H no 
jeflHo cjioboj Beh no jeflHa apancna UH^pa. 
JXeuHMaJine 3aneTe He Tpc6a yhochth. 



Bodopaeuo : 



2. log \- ' 



11. XToBpiHHHa KOUKe (KO)O) je nHjaroHana 
crpaHe 346 ]f2') ysehaHa sa 7 • 2 s • 3* 

13 OonnaH pasjioiwaK (Hamican 6pojviJian h 
' nMeHHJiau jeaaH aa APY™.*) kojh npex- 
craBJba nepHoannaii 6poj 0,0909 . . . 

16. noBpuiHHa npyra onHcaHor oko paBHO- 

55 V 3 7t 

cTpaHor TpoyrJia cTpaHe a u 

yj\\aH>eHa 3a 12. 



6. }/ 1 371 330 631 

8. HajBehn 3 ajeAHHMKH Ae- 
jiHJiau GpojeBa 210, 330 
h 390 

9. 36np x 4- y + z > aK0 
x 4- y = 150, y + z = 186, 
z - \- x = 230 

10. HajMaHbH 3ajeAHH^iKH ca- 
^p>Kajiau 6pojcBa 11 h 227 

12. 3anpe.MHHa 3apy6jbeHe 
npaBHUHC tieTBopocTpaHe 

mipaMHAe KaA cy AaTe oc- 
IIOBHe HBHue 2 h 6 , h 
6o*ma HBHija 2 • l 83 

14. JlBOUH^jpeHH 6poj KOMe je 
npBa uncj)pa ABanyT wa- 
iba oa APyr e :> a aK0 A li 44? e , 
npoMeHe Mecra, AoOiijeHH 
6poj jc 3a 9 BehH oa Tpa- 
>Kenor 

15. noBpmmia A^JiTOHAa c 
^HjaronaJiaMa 22 h 3 

17. j^BoerpyKO pacTojaite Tauana A (43, 21) 

’ h B (—21, 21) 

19. AHTHJiorapHTaM 6poja 3,85009 

21. Mhhhmym 4>yHKHHje y = x 2 + 8x + 38,5 

23. log 3 59049 

24. Pcmeibe jenHaniiHe 10 r = 272,9 

25. ^56792 132 721 

Ycnpaeno : 

1. log 1,347 

2. Pexuefte jeAHanmie 3,3 + (lOOx — 0,3) : 

: 1,3 = lOOx 

3. Bpoj oa Kora 15 °/ 0 H3H0CH 1,65 

4. BpeAHOcr H3pa3a 4 (x + 8y) + 2x + 9y 

aa x = 75y, y = 2. 

5. (32 2 — 11) • 7 

7. 36np pemciha jeAnaHHHC x 2 l^x 1 80 0 

10. Bpoj non 13. ycnpaBHO noMHomeH c 2 



18 . TenecHa wijaroHana Koui<e aKO joj je 
HBHpa 27,47 ]/ 3 

20 . HajMaitH TpouHc^peim npn.vi 6 poj no- 
MHO>KeH ca 8 

22 . Bpoj cTpaHa y nojmroHy ca 230 Anja- 
roHaJia 

24 . flywHHa KpvwHor Jiy:<a nnjn je nony- 
npeMiniK r = 84 /tt a uenTpaJiHH \rao oc 

"/ 2—1/2 



3aAOBoibaBa pejiaijnjy tg ^ 



PeuieH,e nocnaxH no «. XXI. 1959- Ha KysepxH 

nasHa^HTa: ..MaxeMaTHiKa ynpuixenana . Ha- 

M el)y viemixa kojh npaBHniio pciue yapnixenHUy, 

* nP e6oM he ce onpenuxH h.hx io h uarpanaxn 
MRTCMdTBiKBM KH»HraMa. PeuieH.e yKpmxeHane 
oSjaaHX he ce y HapenHOM 6poJy. 

yKpmxeHHna ce He Mopa H3pe3Hiiaxn, no 
,on.HO je pemea-e aa noce6noM nauapy, -xib... 
uotancanoM. 







Za vrijeme Stampanja lista stigla su ova rjesenja 

F . “i* 1 e _ m 3 1 ' k e : o Cankar Ivan, 4. laz. g. Skofji Loka, 364, 365, 367, 375 (dieM: 

r, ri ’ is** °x a raZ * ^ 0rn ^ Or -’ 374; Gros MLiden, svr5. ui. 4. g. Ljubljana sve za 

aike; Kovad Antun, sviS ud. g. Sombor, 363, 364, 365, 366, 367, 374; Limburger MataS 

4 raz 1' fs M t 366 ’ 367 > 368 > 371 > 373 > 374 ’ S«nojevi6 JevroZa , v uf 

364 365* 37iav ^ ^ 369 3 37 ° (djeK); E °P°ma Tlpedpaz , 4 4 p. 11 6eorp. r. 

3 P. r. JTaaaDeBa? 366 l 3peH>a H HH, 375; KynuaHu m u Bmduuup, 

365 367 37 F- n’ b ;v if/’ C/lo6oda »> 4 p. r. »Ct. Llepomih« HhkiuhH, 363, 364, 

Som torl’^36? ’ '' r “ d - " h ' !kole Tu2l, > 364 «*»“•>! a*., 3, r. g. 

Liuhlino f «r ike !i Cankar Ivan > 4 - r - g- Skofja Loka, 177; Gros Mladen, svri. u£. 4. gimn 

4 raz g Mo S tar 177- f™*™. Mark °> 3 ‘ r - «• Mostar > 176, 177, 180; Mesihovic Behded, 
3 c r'f.R ? • 177 / P f r mw,J /?;a ” 3 3 - r - ? lmn - Koprivnica, 177, 178, 180; SuljagU Salih 

■ g. . Ogrizovi6t, Zagreb, 178; Kupuh Muodpcu, 4 3 p. r. 3pen,amni, 176, 180. 



Rjegenja, dopise i fianke slatl ha UredniStvo »Matem.-fiz. lista«, 
Zagreb, Ilica 16/III., po §t. pretinac 165. 

Svim suradnicima! 

SV | ™ kopisi < osi »? ucenickih rjeSenja) treba da budu napisani di- 

«ssff- rt-s? - ,uiem na po * eb ” om im, °* rs* 



Rjesavateljima zadataka 



U rjeSenjima treba uvijek napisati i sain zadatak s rednim brojem 
ne pozivajudi se na broj i datum »Mat.-fiz. listac, u kome je bio 
postayljen. Svako rjeSenje zadataka pisati na posebnom pa- 
piru (cetvrtmi ili pola arka) i to samo na j e d n o j strani pa- 
pn-a. — Svako rjeSenje treba ditljivo potpisati (ime i prezime), 
naznaduj uci razred, Skolu i mjesto. Neditljiva i neuredna rjeSenja 
ne ce se uopde uzeti u obzir. 

Umoljavaju se rjesavatelji, da samostalno rjeSavaju za- 
datke ne trazeci nikako pomodi od nastavnika, a niti od koga 
drugoga. Umoljavaju se takoder rjesavatelji, da propisno 
frankiraju listove, koje Salju na§oj redakciji. 



Savez DruStava matematiiara i fiztfara FNRJ izdaje iasopis 

NASTAVA MATEMATIKE I FIZIKE 

i2n °f, i f® dru * tava matematidara i fizidara 

30 ° Dx n> a za Skole t btblt oteke 400 Din. Pretplatu i narudibe 
slat%(sa naznakom za dasopis »Nastava mat. t fiz.*) na iiro raiun 
» Nastave matematike i fizike « 101-701-5-1262, Beograd. 

Za NRH pretplata se salje na dek. upl. 400-73-3- 1133 ili uputnicom Hrv 
prirodosl. drustvo, Zagreb, Ilica 16/III. kat uz naznaku da je za »Nastavu« 



/ 



